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Vorbemerkungen und Literatur

Die fundamentalen Begriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie sind Ereignisse, Zufallsvariablen,
Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte. Die priazise Grundlage fiir diese Objekte liefert
die MaB- und Integrationstheorie mit folgenden Entsprechungen:

e Ereigniss — messbare Menge

e Zufallsvariable — messbare Funktion

e Wahrscheinlichkeiten — Wahrscheinlichkeitsmafy
e Erwartungswert — Integral

Daher gehe ich in dieser Vorlesung und beim Abfassen dieses Skripts davon aus, dass die
Inhalte der Modul Stochastische Modellbildung und Mafitheorie im Wesentlichen bekannt und
verstanden sind. Trotzdem werden die fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie benttigten Begriffe
und Sitze der Malitheorie wiederholt - allerdings in der Regel ohne Beweise. Aulerdem enthilt
der Anhang dieses Skripts (nicht die Vorlesung selbst!) viele Teile der Mafitheorie in ausfiihr-
licherer Form.

Eine Reihe der folgenden Biicher waren mir bei der Erstellung dieses Vorlesungsskripts
hilfreich. Das Buch [5] schlédgt die Briicke von der Stochastischen Modellbildung zur mal-
theoretisch fundierten Wahrscheinlichkeitstheorie, um die es in dieser Vorlesung geht.

[1] H. Bauer, Maf3- und Integrationstheorie, de Gruyter (1990).
[2] H. Bauer, Wahrscheinlichkeitstheorie, de Gruyter (1991).
[3] P. Billingsley, Probability and Measure, Wiley (1986).

[4] L. Breiman, Probability, Addison-Wesley (1968).

[5] H.-O. Georgii, Stochastik, de Gruyter (2002).

[6] A. Klenke, Wahrscheinlichkeitstheorie, Springer (2006).

[7] S. Resnick, A Probability Path, Birkhduser (1999).



Kapitel 1

Mengensysteme, c-Algebren

In diesem Kapitel werden die mengentheoretischen Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie rekapituliert. Halbringe, Algebren, o-Algebren und Dynkin-Systeme werden wiederholt
und an einem fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie fundamentalen Beispiel illustriert.

Notation: Sei {2 eine Menge. Statt mit 2% (wie in der MaBtheorie) bezeichnen wir die Potenz-
menge von {2 mit P ().

1.1 Definition (Halbring, N-stabil) S C P((?) ist ein Halbring (oder auch Semiring), falls
SRI) 0 € S,
SR2) A, B S — AN B e S (N-Stabilitit),

SR3) A,B € Sund A C B = 3JA;,..., Ay € S paarweise disjunkt mit B\ A =
Al U--- U Ag.

1.2 Beispiel (Intervalle im RF)

Q=RKS=TF:={(a,b : —0 <a<b< +oo} mit (a,b] := {z € R* : a < z < b}. Fiir
Details siehe Beispiel A.1.

1.3 Beispiele (Folgenraum, Zylindermengen) Sei X eine endliche Menge, Q = XV =
{w=(wi,w2,ws,...) :w, € XV¥n € N}.Firay,...,ay € X sei

[ai,...,an] ={weQ:w, =apn(n=1,...,N)}
der von ay, ..., ay bestimmte Zylinder. Sei

Zy:=A{[a1,...,an] 1 a1,...,ay € X}
z:= ] 2Zvu{o}.
N=1

Dann ist Z ein Halbring:
SR1) ez v

SR2) A=[ay,...,an], B=[b1,...,bx],0B.dA.0< M < N.

AQB:{B, fallsa; =b; Vj=1,...,M
() sonst

AuBerdem: ANP =0 VA c Z.
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SR3) Seien A,B € Z.Ist A=0,s0ist B\A=B € Z,ist B=0,s0ist B\ A=0¢€ Z.
Seien nun A = [aq,...,ap], B =[b1,...,bn] # Ound A C B. Dannist M > N und
aj:ijjzl,...,N.

> Ist M = N, soist B= A, also B\ A = 0.
> Ist M > N, soist

B\A={weQ:wj=a;Vj=1,...,N aber
Eje{N—i—l,...,M}:wj;éaj}

= U [al,...,CLN,CN+1,...,CM]

(eN415emenr)ESM N

HjE{N—‘rl ..... M}:Cﬂéa]-

1.4 Bemerkung Der Raum Q = XN des letzten Beispiels wird mit folgender Metrik zu einem
kompakten metrischen Raum:

d(w, OJ/) — 2—min{n€Nzwn7éw;L}

Die Eigenschaften einer Metrik weist man leicht nach. (Ubung!) Ebenfalls leicht ist der Beweis,
dass alle Zylinder zugleich offen und abgeschlossen sind. (Ubung!) Statt der Kompaktheit zei-
gen wir hier eine zunéchst etwas schwichere Eigenschaft, aus der die Kompaktheit aber leicht
gefolgert werden kann (Ubung!). Diese Eigenschaft, auf die wir spiter noch einmal zuriick-
greifen werden, lautet:

Sind A, Ay, € Zundist A C (J;2, Ak, so gibtes einm € Nmit A C ;" | Ag.

Sei dazu €& := {B € Z : Im € Nsd. B C ;- Ax}. Zu zeigen ist also, dass A €
& ist. Da ¥ endlich ist, existiert fiir jeden Zylinder [by,...,b,] € Z\ € ein b,41 € %,
so dass [by,...,bp11] € Z \ €. Angenommen, der Zylinder A = [a1,...,an] € Z\ €.
Dann folgt induktiv die Existenz von a1, an42,- - € X derart, dass [a1,...,a;] € Z\ &
fir alle j > N. Andererseits ist (a1,a2,a3,...) € A = [Jpo (Ar N A). Also gibt es
ein m € N, fir das (a1, a9,as,...) € Ay N A. Aber A, N A ist ein Zylinder der Form
lai,...,an,aN+1,--.,an+e), und es folgt [a1,...,an+e] € Apm C UL, Ak, im Wider-
spruch zu [a1,...,an4¢] € Z\ €.

1.5 Beispiel Die Indexmenge N im vorigen Beispiel kann man durch eine beliebige abzihlbare
Menge ersetzen, und die Eigenschaften bleiben erhalten. Beispiele:

e O ={-1, —i—l}Zd ist die Menge aller 4/ —-Konfigurationen auf dem d-dimensionalen
Gitter.

e Sei 74 die Menge aller ,,Kanten” im 72 die benachbarte Punkte verbinden. Interpretiert
man diese Kanten als Verbindungen, die entweder offen oder geschlossen sein konnen,
so ist {0, 1}Zd der Raum aller solcher Kantenkonfigurationen. In der Perkolationstheorie
nimmt man an, dass jede Kante mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit offen oder ge-
schlossen ist, und man fragt z.B. nach der Wahrscheinlichkeit, dass es einen unendlich
langen Pfad offener Kanten gibt.

1.6 Definition (Algebra, o-Algebra) A C B(12) ist eine Algebra, falls

Al) Qe A,
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A2) Ac A = A°:=Q\Aec A,

A3) Ay,..., A e A = U;LZIA]‘ c A

A ist eine o-Algebra, falls statt (A3) das stirkere (A3c) gilt:
A30) Ape A(neN) = |2, A, € A

Die Mengen A € A heiBen A-messbar (oder einfach messbar).
Das Paar (52, A) heif3t ein messbarer Raum.

1.7 Definition (Erzeugte o-Algebra) SeiC C B(Q).

o(C) = ﬂ A
ADC
A o-Algebra

heif3t die von C erzeugte o-Algebra oder die kleinste C enthaltende o-Algebra.

(Beachte: 1. Der Durchschnitt einer beliebigen Familie von o-Algebren ist wieder eine o-
algebra (Lemma A.2). 2. (1) ist eine o-Algebra, so dass der Durchschnitt immer iiber eine
nicht Ieere Familie von o-Algebren genommen wird.)

1.8 Bemerkungen
a) C Co(0),

b) Cl C CQ — U(Cl) C U(Cg),
c) Ao-Algebra— o(A) = A.

1.9 Beispiele (o-Algebren) Die meisten interessanten o-Algebren kdnnen nicht explizit an-
gegeben werden, sondern sind nur durch A = o(S) bestimmt, wo S ein Halbring oder ein
anderes einfaches Mengensystem ist. Fiir uns wichtig sind:

a) B := o(Z) heift die o-Algebra der Borelschen Mengen in R. Analog: B* := o (Z%).

b) Sei R := RU {—o0,+0}, B:= {A CR: A\ {—o00,+00} € B}. Dann ist B eine
o-Algebra.

¢) Allgemeiner: Sei (2, G) ein topologischer Raum, d.h. G ist die Familie aller offenen Teil-
mengen von §0.! Dann heit B = o(G) die Borel-o-Algebra von €. Es gilt auch B =
o({F C Q: F abgeschlossen}) (Ubung!).

d) F := o(Z2) ist die von den Zylindermengen erzeugte o-Algebra auf Q = X, Es ist gleich-
zeitig die Borel-o-Algebra von XN, Um das einzusehen beachten wir zunichst:

Vw € 2NVn e N: Up-n(w) = [w1,. .., wn)],

wobei Us(w) := {w’ € 3V : d(w’,w) < §}, und stellen fest, dass die abzzihlbare (Ubung!)
Menge {(ai,...,an,a,a,a,...) : n € Nya,ay,...,a, € £} dicht in ¥V liegt. Die
Behauptung folgt dann aus dem nachfolgenden Satz (angewandt mit J,, = 27").

'Egal, ob es sich um die offenen Teilmengen in einem metrischen Raum handelt, oder ob es um ein abstraktes
System offener Mengen geht, es gilt immer: G is abgeschlossen unter endlicher Durchschnittsbildung und unter
beliebiger (auch iiberabzihlbarer) Vereinigung.
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Zur Erinnerung: Ein metrischer Raum ist separabel, falls er eine abzihlbare dichte Teil-
menge besitzt. Insbesondere ist jeder kompakte metrische Raum separabel.

1.10 Satz
Sei (2, d) ein separabler metrischer Raum, D C () eine abzihlbare dichte Teilmenge und
(0n)nen eine Nullfolge positiver Zahlen. Dann gilt fiir die Borel-o-Algebra BB von €

B=0(G)=0({Us,(w): we D,neN}).

Beweis: ,,0”: Folgt aus Bemerkung 1.8b, da jedes Us(w) offen ist.
,C”: Wegen Bemerkung 1.8b ist nur zu zeigen, dass G C o ({Us, (w) : w € D,n € N}). Sei
also V € G. Dann ist (Ubung!)

V= U Us, () .

z€D,neN: Us, (z)CV
Das ist eine abzédhlbare Vereinigung, also V' € o ({Us, (w) : w € D,n € N}). 0

1.11 Bemerkung Die Elemente einer o-Algebra, also die speziellen Teilmengen von €2, die
in der o-Algebra zusammengefasst werden, heiflen in der Wahrscheinlichkeitstheorie auch Er-
eignisse. Die Punkte w € () heillen dagegen Elementarereignisse. Schauen wir uns das einmal
genauer im Fall des Folgenraums 2 = {0, 1} mit der von den Zylindermengen erzeugten
o-Algebra F an:

Ein Elementarereignis w = (wy,ws,...) € {0, 1}" interpretieren wir als eine unendliche
Folge von Versuchsergebnissen, bei denen jeder Versuch zwei mogliche Ergebnisse hat, z.B.
Erfolg/Misserfolg oder Kopf/Zahl. Hier sind einige Ereignisse:

e [000] = {w : w; = wa = wg = 0} ist das Ereignis, dass die ersten drei Versuche das
Ergebnis 0 haben. Nach Definition gehort [000] zur o-Algebra F.

o {w:> > w, = oo} istdas Ereignis, dass das Ergebnis 1 unendlich oft auftritt. Es lisst
sich auch schreiben als ();2; ;2 ;. {w : wn, = 1} und gehort deshalb zur o-Algebra F.

o {w:lim, soon™! Y ohq Wk = %} ist das Ereignis, dass asymptotisch gleich viele Oen
wie len beobachtet werden. Es gehort ebenfalls zu F (Ubung!).

Betrachten wir noch die Menge 2 = {0, I}Zd der Perkolationskonfigurationen.

. {w : {k € 74wy = 1} enthilt eine unendliche zusammenhéngende Komponente}
gehort zur o-Algebra F. (Das ist schon etwas schwieriger zu zeigen.)

Fiir einen flexiblen Umgang mit o-Algebren benotigen wir noch eine weitere Struktur:
1.12 Definition (Dynkin-System) D C 3(f2) heiBt Dynkin-System, falls

D1) QeD

D2) ABeD,ACB — B\AeD

D3) A, € D (n € N) paarweise disjunkt = |-J;2; A, € D
() bezeichnet eine disjunkte Vereinigung.)
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1.13 Bemerkungen
a) D1),D2) = 0 €D

b) Jede o-Algebra ist ein Dynkin-System.

¢) Der Durchschnitt beliebig vieler Dynkin-Systeme ist ein Dynkin-System (analog Lemma
A.2).

1.14 Definition (Erzeugtes Dynkin-System) Fiir C C B(2) sei

D(C) == (N P
D2C
D Dynkin-System

das von C erzeugte Dynkin-System. (Es gelten die Bemerkungen 1.8 entsprechend.)

1.15 Lemma Ein N-stabiles Dynkin-System D ist eine o-Algebra. (Siehe Lemma A.3).

1.16 Satz (Dynkin-System / o-Algebra)
Sei C C PB(2) N-stabil. Dann ist 0(C) = D(C). (Siehe Satz A.4.)




Kapitel 2

MabBe, Wahrscheinlichkeitsmalle

In diesem Kapitel werden Maf3e eingefiihrt. Das sind Mengenfunktionen p, die jeder Menge ei-
ner o-Algebra eine Zahl zwischen 0 und +o00 zuordnen und gewisse Additivitdtseigenschaften
besitzen. Werden die Werte im Intervall [0, 1] angenommen, so spricht man von Wahrschein-
lichkeitsmafien. Wir wissen aus der MafBitheorie, dass man in der Regel ein MaB nicht fiir alle
Elemente einer o-Algebra explizit angeben muss (und auch nicht kann), sondern dass es reicht,
es fiir Elemente eines erzeugenden Halbrings anzugeben. Wir beginnen mit einigen Beispielen
von Wahrscheinlichkeitsmaf3en, bevor wir die wesentlichen Aussagen der Theorie wiederho-
len. In diesen Beispielen werden zunichst nur Inhalte definiert.

2.1 Beispiel (Gleichverteilung auf Q2 = [0, 1]) Fiir 0 < a < b < 1 setzen wir
(b)) =b—a.

2.2 Beispiel (Lebesgue-Stieltjes MaB) Sei 2 = R und F' : 2 — R eine Verteilungsfunktion,
d.h. es gelte

(1) F ist monoton wachsend,
(i) F ist rechtsseitig stetig (lim,\ 4, F'(x) = F'(x0)),
(iii) limy— oo F'(z) =0, limy_ 4 o0 F(z) = 1.

Fiir a < b setze
n(a,b)) = F(b) — F(a) .
Mit F(z) = f foo \/%e_tg/ 2 dt erhilt man die Standardnormalverteilung (Mall mit Dichte).

2.3 Beispiel (Bernoulli-MaB auf 2 = {0,1}) Sei 0 < p < 1. Firn € Nund ay,...,a, €
{0, 1} setzen wir

:u([ala cee 7an]) = pzzzl R (1 - p)n_zzzl o
— pAnzahl der Erfolge (1 . p)Anzahl der Misserfolge ]
2.4 Beispiel (Perkolationswahrscheinlichkeiten auf (2 = {0, 1}Zd) Zur Erinnerung: 74 ist die

Menge aller Kanten, die benachbarte Punkte des Z¢ verbinden, d.h. Punktte, die sich in genau
einer Koordinate um genau 1 unterscheiden. Nimmt man an, dass jede Kante unabhéngig von
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allen anderen mit Wahrscheinlichkeit € (0, 1) offen ist, so ist bei gegebenen iy, ...,%, € 74
und ay,...,a, € {0,1}

A:{WG{O,l}zd: wi; =a;(j=1,...,n)}

das Ereignis, dass die Kanten 71, . . ., 7,, die Zustdnde a1, . . ., a,, haben, wobei a; = 1 bedeutet,
dass die Kante ¢; offen ist. Also wird man definieren

P(A) = pi=1% . (1— p) T X=1

2.5 Definition (Mengenfunktionen) Sei C C ‘B(Q2) und ) € C. Eine Mengenfunktion p :
C — R heit

positiv, wenn () = 0 und u(A) > 0VA € C,
monoton, wenn u(A) < u(B) VA, B € C mit A C B,

additiv, wenn p(|J; | Ai) = >y u(A;) fiir alle paarweise disjunkten Ay, . .., A, € C
mitJ , A; €C,

o-additiv, wenn p(J;2, Ai) = > ooy p(A;) fiir alle paarweise disjunkten Ay, As,--- € C
mit U?il A; eC,

subadditiv, wenn p(A) < i, p(4;) fiiralle A, Ay,..., A, € Cmit A C |J | Aj,
o-subadditiv, wenn p(A) < Y ;2 u(A;) fiiralle A, Ay, Ag,--- € Cmit A C | J;2, A,

o-endlich, wenn es paarweise disjunkte By, Ba, - -- € C gibt mit 2 = |-J;2, B; und
wu(B;) < oo Vi € N.

Notation: Seien A, A1, A, A3, -+ C Q. Wir schreiben
Ap /A falls Ay C A, CA3C .. und | ] 4, = A
n=1

A, \ A, falls Ay D Ay D A3 D ... und ﬂAn:A

n=1
2.6 Definition (Inhalt)

a) Ein Inhalt p ist eine positive und additive Mengenfunktion auf einer Algebra A.

b) Ein Inhalt heiBt o-stetig wenn fiir alle A, A,, € A mit A,, /* A gilt
p(An) 7 p(A) .
2.7 Bemerkung Ein Inhalt ist monoton, da fiir alle A, B € Amit A C B gilt:
u(B) = w(AU (B\ A)) = u(A) + p(B\ A) = u(A) .

2.8 Lemma Ein Inhalt p auf einer Algebra A ist o-endlich genau dann, wenn es A, € A gibt
mit pu(Ay) < oo und Q = J72 | An.
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Beweis: Zu zeigen ist nur die ,,wenn”-Richtung: Seien die A; wie im Lemma. Setze B :=
Ay, B = A;\ U 1 Ak (i > 2). Dann sind die B; paarweise disjunkt, @ = (-J72; B;, und es
ist wegen der Monotome pu(Bi) < p(A;) < oo fiiralle 7 € N. O

Das folgende Lemma wurde in der Maf3theorie gezeigt, siche Lemma A.6 fiir einen Beweis.

2.9 Lemma Sei S ein Halbring, 11 : S — [0, +00] additiv. Dann gilt:
i) A,Be S, AC B= u(A) < u(B) (Monotonie)
ii) w ist endlich subadditiv.

Beachte, dass die Subadditivitit keine triviale Konsequenz der Additivitit ist, da bei der Sub-
additivitit nicht die paarweise Disjunktheit der B; angenommen wird!

Im néchsten Satz zeigen wir einen engen Zusammenhang zwischen o-Additivitidt und o-
Stetigkeit.

2.10 Satz (o-Stetigkeit und o-Additivitiat von Inhalten)
Sei y ein Inhalt auf der Algebra A. Aquivalent sind:

(i) p ist o-additiv
(ii) p ist o-subadditiv
(iii) p ist o-stetig
AuBerdem folgt aus der o-Stetigkeit fiir A, A, € A:
(iv) Ap N\ Aund p(Ar) < oo = p(An) N\ p1(4)
(v) Ap N0 und (A1) < oo = u(Ap) (0

Ist v ein endlicher Inhalt, so sind (i) - (v) dquivalent.

Beweis:
(i) = (iii): Seien A, A,, € A, A, ~ A. Aus der Monotonie (Bemerkung 2.7) folgt

M(An) s = SupM(An) :
neN
Bleibt zu zeigen: pu(A) = s. Sei dazu By := Ay, By := A \ Ax—1 (kK > 2). Dann ist
A, =B1\J...UBy,also A=, A, = |Jp—; Bk, und aus der o-Additivitiit folgt

Zu By) —supZu By) =sup u(Ay) = s.
k=1 nENk 1 neN

(iii) = (ii): Seien A, A, € A, A C |J;2, A,. Setze B, := AN J;_; Ax. Dann ist B,, €
Aund B, 7 A. Aus der o-Stetigkeit, der Monotonie (Bemerkung 2.7) und der endlichen
Subadditivitit (Lemma 2.9) folgt:

p1(A) = sup pu(By) < sup (U Ak) < SupZu Ap) = p(Ap)
k=1

n>0 n>0 k=1 n>k1
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(ii) = (i): Seien A, A,, € Amit A = )2 | Ay,. Dann folgt aus der Monotonie und endlichen
Additivitédt von p:

> 1(Ar) =sup Y p(Ax) = sup p (U Ak) < u(4),
k=1 neNj—1 neN \p=1

und die Umkehrung folgt aus der o-Subadditivitit.
(iil) = (iv): A, Ny A= (A1 \ 4,) / (A1 \ A). Unter Beachtung von 1(A;) < oo folgt nun
aus der o-Stetigkeit:

(A1) — p(An) = p(A1\ An) 7 (A \ A) = p(Ar) — p(A)

also pi(Ay)  p(A).
(iv) = (v): Trivial

(v) = (iii) fir endliches u: Seien A, A, € A, A, / A. Dann geht A\ A,, N\, 0 und es
ist u(A\ A1) < oo. Also folgt aus (v), dass p(A) — pu(A4,) = p(A\ An) ¢ 0 und daher
1(An) 7 p(A). -

2.11 Bemerkung Auf die Voraussetzung p(A4;) < oo in Satz 2.10 (iv) und (v) kann i.A.
nicht verzichtet werden. Insbesondere sind (iii) und (iv) bei unendlichem g nicht dquivalent.
(Beispiel: Ubung!)

2.12 Definition (Maf, WahrscheinlichkeitsmaB) Sei A C B(Q2) eine o-Algebra.

a) Eine positive Mengenfunktion u auf A ist ein MaB, falls sie o-additiv ist,d.h. falls fiir alle
paarweise disjunkten A,, € A (n € N) gilt:

K (U An) = ZN(ATL) :
n=1 n=1

b) Ist p ein MaB auf der o-Algebra A, so heiBit das Tripel (2, A, i) ein MaBraum. Ist auBerdem
() < oo, soist p endlich, undist ;1(€2) = 1, so heiBt (2, A, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und p ein WahrscheinlichkeitsmaB.

2.13 Beispiele (MaBe auf abziihlbaren Riumen)  Sei Q2 abzihlbar, z.B. Q = N, Z¢, Z%. In
diesem Fall betrachtet man fast immer die o-Algebra A = P(Q) = o ({{w} : w € Q}).

a) Sei ein ,,Wahrscheinlichkeitsvektor” (p.,)weq mit p, > 0, > - Pw = 1 gegeben. Dann
wird durch p(A) := " 4 po fir A C Q ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (€2, A) definiert.
Die o-Additivitit zeigt man so: Seien Aj, As, - - - € A paarweise disjunkt, A = ()77 | A,,.
Dannistw € A< dn € N: w € A,, und falls ein solches n existiert, ist es wegen der
Disjunktheit der A; eindeutig. Also:

M(A): przz Z pw:ZN(An)'

wEA neNweA, neN

b) u(A) = card(A). Die o-Additivitiit zeigt man dhnlich wie vorher. (Dieses Beispiel ist dafiir
verantwortlich, dass man Sétze {iber die Summation von Reihen mit beliebiger Indexmenge
als einfache Spezialfille von Sitzen der Integrationstheorie auffassen kann.) Das Mal ist
o-endlich, da Q = | J, co{w} und p({w}) = 1 fiir alle w.
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2.14 Beispiel (Lebesgue-Stieltjes-MaB auf R) Sei B = o(Z') die Borel-o-Algebra auf R
und sei ' : R — R monoton wachsend und rechtsseitig stetig. Ziel: Ein Mal Ar auf B mit
Ar((a, b)) = F(b) — F(a), Ap(0) = 0. Zunichst zeigt man nur:
Das so festgelegte A ist additiv und o-subadditiv auf Z'.
(Das wurde bereits in der MafBtheorie gezeigt, den Beweis finden Sie noch einmal in Satz A.S5.)
Spiiter folgt daraus die Fortsetzbarkeit zu einem MaB auf B. Ist F'(x) = x, so erhilt man ge-
rade das Lebesgue-Mayf3 auf R, wihrend jedes F' mit lim,_,_~ F'(z) = 0 und lim,_,o F'(z) =
1 die Verteilungsfunktion eines Wahrscheinlichkeitsmafles auf R beschreibt.

2.15 Beispiele (zur o-Endlichkeit)

a) Sei F': R — R, A wie in Beispiel 2.14. Da F'((—n,n|) = F(n) — F(—n) < oo furn € N
und (—n,n] /R, ist Ap auf Z o-endlich. Das gilt insbesondere fiir das Lebesgue-MaB A.

b) Seip : P(R) — [0, +00], u(A) = card(A). w ist nicht o-endlich, da fiir beliebige C;,, C R
gilt: 4(C,) < 0o = C), endlich = | ;| Cy, abziihlbar = R # | J;2 | C\,.

2.16 Beispiel (Bernoulli-MaB auf >") Sei F = o(Z), siche Beispiel 1.9d), und sei (p;)iex
ein Wahrscheinlichkeitsvektor auf der endlichen Menge .. Wir wollen ein Wahrscheinlich-
keitsmal} ¢ auf F definieren, fiir das

N
p(lar,....an]) = [[pa; (a1,....an € ),
=1

also insbesondere yi([a]) = p, fiir alle a € X. Wie im letzten Beispiel zeigen wir zunichst nur,
dass durch diese Festsetzung eine auf dem Halbring Z additive und o-subadditive Mengen-
funktion gegeben ist.

2.17 Satz
Die Mengenfunktion p : Z — [0, 1] aus Beispiel 2.16 ist additiv und o-subadditiv.

Beweis:  Additivitit: Seien Ay = [ay,...,a;],..., Ap = [a},...,a} | € Z paarweise
disjunkt und sei A := (Ji_; A; € Z, also A = [a1,...,a] fir geeignete a; € X. Beachte,
dass dann

l; >€unda§ =a; firallei=1,...,nundj=1,...,¢.

Wir zerlegen die A; und auch A disjunkt in Teilzylinder gleicher Lange L := max{/1,...,ly}:

A= | 2z 4= |J 2z

ZGZL7 ZCA ZGZL,ZCAJ'
Dann ist
¢ ¢ L—¢
w() = [Tre, = [T - (zps)
j=1 j=1 sex

¢ L
= Z Hpaj' H ps; | = Z p(lay, ... ae, So41,5...,5L])

Sp41,--,S5LEX \J=1 Jj=0+1 Sp41s--,SLED

= > w2,

ZeZy, ZCA
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und ganz analog ist fiir alle Ay, ..., A,:

wA)= > u2).

ZEZ@J. s ZCA]'

Dabher ist

pA)y = > w2 =3 D w2y =) 4.

ZeZy, ZCA

Lemma 2.9

o-Subadditivitit: 4 additiv auf Z =" p subadditiv auf Z. Sei nun A C [J;2; Aj mit
A, A € Z. Nach Bemerkung 1.4 gibt es ein m > 0 derart, dass A C (J;" | Ax. Aus der
Subadditivitit und der Positivitit von £ folgt nun: p(A) < >0 p(Ag) < > 52 w(Ag). O

2.18 Bemerkung Sei i ein MaB auf A, A € A. Bezeichne
Aa={BCA:BeA}={CNA:CeA}.
> A\ 4 ist eine o-Algebra. (Ubung!)

> Die durch B — p(B) definierte Mengenfunktion auf A, 4 ist ein MaB — die Einschrénkung
von p auf A 4. (Ubung!) Wir bezeichnen sie mit pa oder auch einfach wieder mit p.
Ein wichtiges Beispiel ist die Einschrinkung des Lebesgue-MaBes von R auf [0, 1].

Bevor wir rekapitulieren, wie mit nicht ganz geringem Aufwand gezeigt wird, dass sich jede
additive und o-subadditive Mengenfunktion auf einem Halbring zu einem Mal} auf der von
dem Halbring erzeugten o-Algebra fortsetzen ldsst, zeigen wir hier schon einmal, dass es in
den meisten Fillen hochstens eine solche Fortsetzung geben kann. Der Beweis wurde zwar
schon in der MafBitheorie gefiihrt, wird hier aber noch einmal detailliert wiederholt, da er in
exemplarischer Weise die Argumentation mit Dynkin-Systemen illustriert.

2.19 Satz (Eindeutigkeit der MaBfortsetzung)
Sei C C PB(2) N-stabil und seien j11, 12 MaBe auf o(C). Sind die Einschrinkungen p; |c und
2|c o-endlich und stimmen sie iiberein, so ist p11 = jio.

Beweis: 1. Schritt: Fur C' € C mit pu1(C) = p2(C) < oo setze
De:={A€c(C): m(ANC) =pu(ANC)}.
Dann ist C C D¢ und D ist ein Dynkin-System, denn:
D1) 11(2NC) = 1 (C) = p2(C)=p2(2N C), also ist 2 € D
D2) Seien A, B € Do, A C B. Dann st fiiri = 1,2

mi((B\A)NC) = (BN C)\ (AN 0) L™ 1i(BNC) — (AN C) .

Da A, B € D¢, folgt: 1 ((B\ A)NC) = pu2((B\ A)NC),sodass B\ A € D¢.
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D3) Seien A,, € D¢ paarweise disjunkt. Dann ist fiir ¢ = 1,2

Hi ((UA”> ﬂC) = Wi (U(Anﬂ0)> :Zﬂi(Aan)

n=1 =1 gleich fiir i=1,2
Also stimmt der erste dieser Ausdriicke auch fiir ¢ = 1 und ¢ = 2 uberein, so dass
oo, A, € De.
2. Schritt: Aus Satz 1.16 folgt nun: o(C) = D(C) C D(D¢) = D¢, d.h.
w(ANC)=pu(ANC) firalle A€ o(C),

und das gilt fiir jedes C' € C mit ;;(C) < oo. Seien nun C € C mit ;;(Ck) < oo und
Q = g2, C. Fiir jedes A € o(C) gilt dann

o oo
pr(A) = m(ANCr) = pa(ANCy) = pa(A) .
k=1 k=1
(]
Nun rekapitulieren wir die wichtigsten Schritte der Konstruktion von Maflen nach Cara-
théodory. Die kompletten Beweise finden sich im Anhang.

2.20 Definition (AuBeres MaB) Die Mengenfunktion pi* : 3(Q) — [0, +o0] ist ein duBeres MaB,
falls p* o-subadditiv und p* () = 0 ist.

2.21 Bemerkung Ein duBeres MaB ist monoton, dennist A C B,also AC BUQUQDU...,
so folgt u*(A) < p*(B).

2.22 Satz (Konstruktion duBerer Maflle)
Sei C C PB(N),0 € C, und sei p : C — [0, +00] eine Mengenfunktion mit p()) = 0. (Z.B.
kann C ein Halbring sein.) Fiir A C € setze

p*(A) := inf {Zp(Cn) cAC | cnCne cvn} .
n=1

n=1

(Falls keine abzihlbare C-Uberdeckung von A existiert, heiBt das p*(A) = +00.)
Dann ist p* ein duBeres MaB.

Beispiel: Q@ = XV, C = Z die Familie aller Zylindermengen, p(A) = u(A) wie in Bei-
spiel 2.16. Wir werden sehen, dass p*|0( z) ein WahrscheinlichkeitsmaB ist, das sogenannte
Bernoulli-Maf; zum Wahrscheinlichkeitsvektor p = (pg)aes-

2.23 Definition (u*-Messbarkeit) Sei u* ein duBeres Mal3 auf ). A C ) heifit u*-messbar,
falls
P(ANE)+ p* (A°NE)=p*(E) firalle ECQ.

(Wegen der Subadditivitit von p* ist das dquivalent zu
W(ANE)+ p (A°NE) < u*(E) firalle E CQ.)

Bezeichnung:
M(p*) :={ACQ: A u*-messbar}
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2.24 Satz (Carathéodory)
Ist p* ein duBeres MaB3 auf 2, so ist M(u*) eine o-Algebra, und die Einschrinkung von p*
auf M (p*) ist ein MaB.

Satz 2.24 ist der Schliissel zum Hauptergebnis dieses Kapitels:

2.25 Satz (Fortsetzungssatz fiir MaBe, klassische Form)
Jeder o -stetige Inhalt 11 auf einer Algebra A lisst sich zu einem MaB auf o (A) fortsetzen.
Ist . o-endlich auf A, so ist diese Fortsetzung eindeutig.

Da jede Algebra insbesondere ein Halbring ist, ist dieser Satz enthalten in der folgenden,
etwas technischeren, aber flexibler anwendbaren Aussage:

2.26 Satz (Fortsetzungssatz fiir MafBle, flexible Form)

Sei 1 eine positive, additive, o-subadditive Mengenfunktion auf dem Halbring S. Dann lésst
sich p zu einem MaB auf o(S) fortsetzen. Ist j1 o-endlich auf S, so ist diese Fortsetzung
eindeutig.

Beweis:  Eindeutigkeit: Seien p; und puo MaBe auf o(S), die u fortsetzen. Dann ist ps =
p = p2|s o-endlich, und aus Satz 2.19 folgt p1 = po.
Existenz: Definiere ein dufleres Mal} 1* wie in Satz 2.22:

p*(A) = inf {Z p(Sn) : AC | Sn, S € SVn}
n=1 n=1

Aus dem Satz von Carathéodory folgt, dass die Einschrinkung von p* auf die o-Algebra
M (p*) ein MaB ist. Zu zeigen ist:

(i) p(A) = p*(A) fir alle A € S und
(i) S T M(u*).

Denn dann ist auch o(S) C M(u*), so dass p*|(s) ein MaB ist, das y fortsetzt.

Zu (i): Aus der o-Subadditivitit von p auf S folgt u(A) < Y07 pu(Sy,) wenn immer A C
U2, Sy, mit S, € S. Daher ist u(A) < p*(A).DaAC AUPUPU...,istauch p*(A4) <
1(A) + p(@) + p(@) + - = p(A).

Zu (ii): Der Beweis ist identisch zu dem in der Mafitheorie. Sie finden ihn in Satz A.13. O

2.27 Bemerkung In Zukunft wird das Maf3 u‘*a ) wieder mit ;4 bezeichnet.
2.28 Beispiele (Fortsetzung von 2.14 und 2.16) \p:Z — [0, +oo]und i1 : Z — [0, 4+00]

erfiillen die Voraussetzungen von Satz 2.26. Damit ist auch der letzte Schritt zur Konstruktion
von Lebesgue-Stieltjes-Mafen auf R und von Bernoulli-Mafien auf ¥ getan.
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2.29 Satz (Approximationssatz fiir Mafe)
Seien S und p : S — [0, 00| wie in Satz 2.26, p o-endlich.

a) ZuA € M(p*) und € > 0 gibt es eine Folge S1, S2,- -+ € S paarweise disjunkter Mengen
mit AC o2 Spundp(Jp2; Sn\ A) <e.

b) Zu A € M(u*) mit u(A) < oo und € > 0 gibt es eine endliche Folge Si,...,S, € S
paarweise disjunkter Mengen mit jo (AN J}_; Sk) < €.

Beides gilt insbesondere fiir alle Mengen A € o(S) C M(u*).

Beweis: ~ Wir fiihren den Beweis hier nur fiir endliches p, der allgemeine Beweis ist dhnlich
aber von der Notation her aufwzndiger und findet sich im Anhang (Satz A.14).

a) Sei A € M(u*) und e > 0. Nach Konstruktion von p* gibt es Mengen By € S mit

AC|JBy und Y p(By) < pt(A)+e=p(A) +e. ()
/=1 =1

Dabei wurde die Annahme, dass (A) < oo ist, benutzt.

Wir konstruieren aus den By eine spezielle Uberdeckung von A durch paarweise disjunkte
Mengen aus S: Sei R; = Bj, Ry = By \ Ry, und fiir allgemeine ¢ sei

¢
Ryi1 = By \ U Ry, .
k=1

Die R, sind paarweise disjunkt, und man iiberlegt sich leicht (Induktion auf der Basis von
Lemma 2.16 im MaBtheorie-Skript von Prof. Knauf), dass jedes R, endliche disjunkte Ver-
einigung von Mengen aus S ist. Daher gibt es S1, S, - - - € S derart, dass

AcBi=JR =5
=1 =1 j=1
und

pll)sinA =u<UBz\A> =u<UBe> — p(4)
j=1

=1 =1
(o9}
<D u(Be) — p(A) <,
=1
wobei (*) fiir die letzte Ungleichung benutzt wurde.
b) Da u(A) < oo, istauch <U‘;i1 Sj> < pu(A) + € < 0o, und es gibt ein m > 0 derart, dass
> ieme1 1(S)) < e Also:

plAA) S <u| U S +ulSi\A] <2,

j=1 j=m+1 Jj=1

d.h. Aussage b).
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O

2.30 Bemerkung (Regularitit) Sei Q ein topologischer Raum, O C PB(Q2) das System der
offenen Mengen, B := ¢(O) die Borel’sche o-Algebra. Ein Maf y auf (2, B) heifit

i) von auflen regulir, falls zu jedem A € B und ¢ > 0 eine offene Menge G O A mit
w(G\ A) < e existiert;

ii) von innen regulir, falls zu jedem A € B mit u(A) < oo und € > 0 eine kompakte Menge
K C Amit u(A\ K) < e existiert;

iii) reguldr, falls es von auB3en und von innen regulér ist.

Aus Satz 2.29 folgert man leicht die Regularitiit aller MaBe y auf (R*, B¥), die auf allen Inter-
vallen (g, b] € Z¥ endlich sind (Beweis: Ubung!). Insbesondere ist auch das Lebesgue-Stieltjes-
MaB \ auf R regulir, ebenso wie das spiter zu konstruierende Lebesgue-MaB auf R,

Die Regularitit des Bernoulli-Malles P (bzw. seiner Vervollstindigung, die ebenfalls mit
P bezeichnet wird) ist in Satz 2.29 enthalten: Da alle S € S = Z offen sind, bedeutet Aussage
2.29a) die Regularitit von auBen. Da = ~N kompakt und da P endlich ist, sind Regularitit
von innen und Regularitit von aullen dquivalent.



Kapitel 3

Messbare Funktionen und
Abbildungen

In dhnlicher Weise wie man auf topologischen Rdumen stetige Abbildungen definiert, fithren
wir in diesem Kapitel den Begriff der messbaren Abbildung zwischen messbaren Rdumen ein.
Viele der Begriffe und Sitze sind aus der MaBitheorie bekannt. Im Rahmen der Wahrschein-
lichkeitstheorie werden messbare Funktionen spéter als Zufallsvariablen interpretiert.

3.1 Definition (Messbare Abbildung) Seien (12, .A), (', .A") messbare Riume.

a) Eine Abbildung T : Q — Q' heiBt A-A’-messbar (oder einfach messbar, wenn keine Ver-
wechslungsgefahr besteht), falls T~* A’ € A fiir alle A’ € A’ (kurz: T-' A’ C A). Erinne-
rung: T 1A ={z€Q:Te e Ayund T A = {T1A": A" e A'}.

b) Eine Funktion f : Q — R(R) heiBt A-messbar (oder einfach messbar), falls sie A-B(13)-
messbar ist.

3.2 Bemerkung f : Q — R ist messbar genau dann, wenn f~1{—o0o}, f~'{4+00} € A und
f~1M € Afiralle M € B.

3.3 Lemma Seien (92, .A), (', A’) messbare Ridume und sei T : Q — . Dann sind T—1.A’
und A := {A' € A’ : T~1A’ € A} o-Algebren.

Beweis: T—'A": A1) € A, da A" o-Algebra, also ) = T € T-1 A A2) Ist T~ A €
T A, soistauch (T-1A")¢ = T-Y(A°) € T-1A’, da mit A’ auch A’ zu A’ gehort. A30)
Sind T-tA], € T71 A’ fiir A, € A’ (n € N), soistauch [ J0o, T4, =T (2, Al) €
T'A dal 2, Al e A

Ay A) T71) = 0 € A, da A o- Algebra; also ) € Aj. A2) Sei A’ € Aj. Dann ist
T-YHA') = (I71A)¢ € A, denn A ist eine o-Algebra, so dass auch A“ € Aj). A30) Sind
Al € Aj (n € N),sosinddie T1 Al € A, alsoauch T (|02, Al) = Uoe, T 1AL € A,
sodass | Jo2 | Al € Aj. O

Folgender Satz hilft, die Messbarkeit einer Abbildung in konkreten Féllen zu beweisen (siehe
auch Satz B.1):
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3.4 Satz (Messbarkeit auf Erzeugern)
a) Seien (Q, A), (', A") messbare Riume, M’ C A’, und sei T : Q2 — €)' Dann ist
o(TIM) =T to(M).

b) Ist auBerdem o(M') = A" und ist T~1 A’ € A fiir alle A’ € M’, so ist T messbar.

3.5 Beispiele a) Betrachte f : Q@ — Rund M = {(—o0,7] : # € R}. DaZ! C o(M) und
M C B,ist B=o(Z') C 0(M) C B, also B = o(M). Daher ist f messbar, falls fiir alle
zeR

{f<a}={weQ: f(w)<z}=fY(~o00,2]) messbarist.

Analoges gilt fiir die Mengen {f > z}, {f < x} und {f > 2} (nicht aber fir { f = x}!).

b) Allem; : R¥ - R,z — x; (i = 1,..., k) sind messbar, da

m ! ((—00,2]) = R x(—00, 2] xRF = U ((—n, n)t x (—n,z] x (—n, n]k_i> e BF

n=1

¢) Betrachtenun f : Q@ — R¥und M = {(~o00, 2] : z € R¥}. Da (—o00, 2] = |J°

n:l(_nlv Q] €
o(Z¥%), ist M C o(Z*). Andererseits lisst sich jedes (a,b] € Z* als

k
(—@, b] \ <U(—OO, (bl, . ;bi—h a;, bi+1; . ,bk)]>

=1

darstellen. Alsoist Z¥ C (M) und daher B¥ = ¢(Z¥) = o(M). Schreibe f als (f1,. .., fx),
jedes f; :  — R. Fiir z € R¥ ist dann

Daher ist f messbar, falls alle f; messbar sind. (Die Umkehrung folgt aus Teil b und dem
néichsten Satz, da f; = m; o f.)

d) Ahnlich zeigt man, dass f : @ — R* genau dann messbar ist, falls alle f; : 2 — R messbar
sind.

3.6 Satz
Seien (2, A), (¥, A", (Q", A") messbare Riaume, Ty : Q@ — ', Ty : Q@ — Q" messbar.
Dann ist Ty o T} : © — Q' messbar.

Beweis:  (TyoTy) A" =T Y (T, A" C T EA C A O

3.7 Satz
Jedes stetige f : R¥ — R™ ist messbar.
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Beweis:  Wegen Beispiel 3.5¢) reicht es, den Fall n = 1 zu betrachten. Dann gilt:
f stetig = {f < x} offen firallex € R = {f < 2} € B* firalle z € R,

und die Messbarkeit von F’ folgt aus Satz 3.4. O
Im Folgenden wollen wir auch mit R-wertigen Funktionen rechnen. Daher vereinbaren wir
folgende Regeln fiir das Rechnen mit +o0:

0-(£00) =0, z+(400) =+oofirz >0, —ootoo=+00, (+00):(+0)=+00, us.w.

Verboten wird natiirlich +o00 — oo!

3.8 Satz
Sei (2,.A) ein messbarer Raum. Summen, Produkte, Maxima und Minima endlich vieler
messbarer Funktionen von §) nach R oder R sind messbar.

Beweis:  Seien fi,..., fn : @ — Rmessbar. Dannist F' := (f1,..., fn) : & — R" messbar,
und wegen Satz 3.7 und 3.6 ist g o F' fiir jedes stetige g : R™ — R messbar. Wihle nun fiir g:

n n
n n
g(z) = E i, Ha:i, max x;, minx; .
i=1 i=1
i=1 i=1

Der Beweis fiir R-wertige f; verlauft dhnlich. O

3.9 Satz B
Sei f1, fa, ... eine Folge messbarer R-wertiger Funktionen auf (£2, A).

a) Die Funktionen sup,, fy, inf,, f,, limsup,, . f, undliminf, ., f, sind messbar.

b) E = {w : limy, o fn(w) existiert in R} € Aund1g - lim, s f, ist messbar.

Fiir den Beweis siche Satz B.2.

Messbare Funktionen lassen sich durch Elementarfunktionen monoton approximieren:

3.10 Definition Sei (2,.A) ein messbarer Raum. f : Q — [0, c0] heilit Elementarfunktion,
falls f = Z?:l ol y, fiir gewisse o; > 0 und paarweise disjunkte A; € A. Die Menge aller
Elementarfunktionen wird mit £(S2, A) bezeichnet.

3.11 Bemerkung Man kann immer annehmen, dass die A4, ..., A, eine Partition von X bil-
den, d.h. dass A; U ... U A, = €, denn ist das nicht der Fall, so erginze die n Mengen um
Apy1 =0\ (A1 U... U A,) und setze a1 = 0.

Ebenfalls bekannt aus der MaBtheorie ist folgender Satz (siehe auch Satz B.3):

3.12 Satz
Sei (€2, .A) ein messbarer Raum und f : 0 — [0, +oo] messbar. Dann gibt es eine Folge von
A-Elementarfunktionen f,, derart, dass f, / f.

Male lassen sich, wie in der Maf3theorie gesehen, durch messbare Abbildungen transportieren:
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3.13 Satz
Seien (2, A), (', A") messbare Ridume, T : Q — ' messbar, und sei y ein MaB auf (2, A).
Definiere

poT™t: A" = [0,+00] durch poT Y(A)=u(TtA).

Dann ist o T~ ein MaB auf A’ (das BildmaB von w unter T'). Es ist ein Wahrscheinlich-
keitsmaf3 genau dann, wenn (. eines ist.

Beweis:  Elementar, siehe Satz B.4. O
Notation: In der Mafitheorie wurde das Bildmaf} mit 7'u bezeichnet.

3.14 Beispiel (Bernoulli-Verteilung und Binomial-Verteilung) Sei Q = {0, 1}", u das Ber-
noullimaB zum Parameter p. Betrachte T}, : Q — R, T),(w) = Y ;" | w;. Dann ist

pOT () = (T ) = (1) Fcaraf € 25 Y = 1) =}
=1

die Binomialverteilung B(n, p).



Kapitel 4

Zufallsvariablen, Unabhangigkeit

In diesem Abschnitt sei (€2,.4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Die Mengen A € A hei-
Ben auch Ereignisse. Oft kann man nicht alle Ereignisse beobachten, sondern nur solche, die
sich durch gegebene “Messinstrumente” erfassen lassen. Solche Situationen werden mit Hilfe
messbarer Funktionen modelliert, die wir dann Zufallsvariablen nennen werden.

4.1 Definition a) Sei (M, M) ein messbarer Raum. Eine A-M-messbare Abbildung X :
Q — M heiBt eine M -wertige Zufallsvariable. Ist (M, M) = (R, B) oder = (R, B), so
sprechen wir einfach von einer Zufallsvariablen.

b) Das Wahrscheinlichkeitsma3 Px := P o X ! auf (M, M) heiBt die Verteilung von X .

c) Ist pu ein Wahrscheinlichkeitsmal3 auf (R, B), so heift F : R — [0, 1], 2 — u((—o0, z]) die
Verteilungstunktion von p. Ist p = Px die Verteilung einer reellwertigen Zufallsvariablen,

so spricht man auch von der Verteilungsfunktion von X, also F'(z) = Px((—o0,z]) =
P{X < x}.

d) Eine Familie (X;);e; von Zufallsvariablen heif3t identisch verteilt, falls Px, fiir alle ¢ die
gleiche Verteilung ist.

4.2 Bemerkung Sind F; und F5 Verteilungsfunktionen von w1 und po und ist Fy = Fy, so ist
w1 = po. Das folgt sofort aus dem Eindeutigkeitssatz fiir die MaBfortsetzung (Satz 2.19), denn
bezeichnet C den N-stabilen Erzeuger {(—oo, z] : x € R} von B, so bedeutet F; = F, gerade,

dass pi1|c = p2lc.

4.3 Lemma Ist F' die Verteilungsfunktion eines WahrscheinlichkeitsmaBes p, so gilt:
D z<y= F(z) < F(y).

2) limy oo F(x) =0, limy 4o F(x) = 1.

3) F ist rechtsseitig stetig, d.h. lim,|, F'(y) = F(x).

Beweis:  Ubung! Benutze die Monotonie und die monotone Stetigkeit von . a

4.4 Beispiel Seif) = YN, P das Bernoulli-MaB zum Wahrscheinlichkeitsvektor (pi)iex auf 2.
Betrachte Zufallsvariablen X,, : Q — R, X,,(w) := w,, (Messbarkeit?). Dann ist Py, fiir alle
n das durch den Wahrscheinlichkeitsvektor (p;);ecs; auf ¥ gegebene WahrscheinlichkeitsmaB.
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a) Seinun ¥ = {0,1}, po = p,p1 = 1 — p. Setze S, := > }_; Xi. Dann ist S, (w) =
Y g wk = Tn(wi,...,w,) aus Beispiel 3.14. Daher ist

P{S, =k} =Ps, ({k})=Po Sgl({k}) — (Z) (1 _p)k:pn—k: '

b) Sei wieder Q = XN und wihle ein s € ¥ mit p, > 0. Setze Z(w) := min{n > 0 : w, = s},
Z(w) = +oo falls kein solches wy, existiert. Dann ist Py die geometrische Verteilung mit
Parameter 1 — py:

k—1

P{Z=k}=P (r]{wZ # s} N{w, = s}) = (1—ps)*tps.

i=1
Viele weitere Beispiele klassischer Verteilungen findet man in dem Textbuch von Georgii [5].

4.5 Definition (Unabhéngige Familien von Mengensystemen) Eine Familie (&;);cr, & C
A (i € I) mit beliebiger Indexmenge I heiBt unabhéngig, falls fiir jede endliche Teilmenge
Iy C I und jede Wahl von E; € &; (i € I) gilt

P ﬂ E | = H P(E;) . (*)

i€lp i€lp

4.6 Satz (Unabhingige Familien von Mengensystemen)
a) (&;)ier ist unabhingig genau dann, wenn (&;)icy, fiir jede endliche Teilmenge Iy C I
unabhingig ist.

b) Ist I endlich und ist Q) € &; fiir allei € I, so ist (§;);c; unabhingig genau dann, wenn (*)
fiir Iy = I gilt.

c) Ist (&;)ier unabhéingig und sind alle &; U {(} N-stabil, so ist auch (o(&;)icr) unabhingig.

Beweis:
a) Klar, da jedes endliche I Teilmenge von sich selbst ist.

b) =—: Klar.
«—:Seil{ CLLE, €& (i€ 1), E; :==8Q (i € I;). Dann ist

Pl E|=r (ﬂE) =[[PE)=]] PE).

i€l icl i€l i€l

¢) Wegen a) kann man annehmen, dass [ endlich ist, 0.B.d.A. I = {1,...,n}.DaQ € o(&;)
fiir alle ¢ € I, ist wegen b) nur zu zeigen: (*) gilt fiir jede Wahl von E; € o(&;), i € I.
Daher zeigen wir durch Induktionnach k =1,...,n+ 1:

EiEU(&)(i:1,...,k—1)undEiGgi(i:k,...,n) = P(ﬁEZ> ﬁP(EZ)
=1

=1

1=
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Fiir £ = n + 1 ist das die Behauptung.

.k = 17: trivial.

.k = k4 1”: Fiir jede Wahl der E; € o(&) (i = 1,....,k—1Dund E; € & (i = k +
1,...,n) betrachte die Mengenfunktionen

A P|lAN(E| ud A—PA)-J][PE). ()
i ik

Beides sind endliche Mafe auf (2, .A), die nach Induktionsannahme auf & U {0} iiberein-
stimmen. Wegen dces Eindeutigkeitssatzes 2.19 stimmen sie dann auch auf o (&) iiberein.
Das ist (**) fur k£ + 1.

O

4.7 Definition (von einer Zufallsvariablen erzeugte o-Algebra) Ist X eine Zufallsvaria-
ble, so heiBt
o(X):=X"'B

die von X erzeugte o-Algebra.

4.8 Definition (Unabhingigkeit von Zufallsvariablen)
Die Zufallsvariablen (X;);c; sind unabhingig, falls die o-Algebren (0(X;));es unabhingig
sind.

4.9 Satz
Seien X1, ..., Xy Zufallsvariablen. Es gelte:
N
P{Xi<zVi=1,...,N})=[[P(UXi<=}) firallez,... 2y € (—o0,00].
i=1

()
Dann sind X1, ..., Xy unabhingig.

Beweis:  Firi¢ = 1,...,N sei & = {{X; <t}: te€R}. (¥) besagt in Anbetracht von
Satz 4.6b), dass die &; unabhiingige Mengensysteme sind. AuBerdem sind die £;U{ ()} Durchschnitt-
stabil, so dass die erzeugten o-Algebran o (&;) nach Satz 4.6¢) unabhiingig sind. Weiterhin gilt:

o(&) =0 (X7 (o0 t]) : teR}) *Y X1 (0 ({(~00,1] : t €RY}))

39 X-1(B) = o(X:) .

2

Also sind die X; nach Definition 4.8 unabhingig. a

4.10 Ubung Die Ereignisse E; € A (i € I) heiBen unabhingig, wenn fiir jede endliche Teil-
menge Iy C I gilt P ((;c;, Bi) = [lier, P(Ei). Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind:

1) (Ei)iel ist unabhingig

il) (c({E;}))ier ist unabhingig
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iii) (1g,)ier ist unabhingig

4.11 Bemerkung Sind (X;);c; unabhiingig, f; : R — R messbar, so sind (f;(X;))ics unab-
hingig, denn o(f; 0 X;) = X; '(f7'B) C X; 'B = o(X;).

4.12 Beispiel (Unabhiingigkeit des Bernoulli-Prozesses) Sei ! = £V, P ein Bernoulli-
MaB auf Q und X,,(w) = w, fiir alle n € N. Dann sind die (X, ),cn unabhingig. (Ubung!)

4.13 Bemerkung (Paarweise Unabhéngigkeit impliziert nicht Unabhéngigkeit) Sind in
einer Familie (X;);cr alle Paare (X;, X;) mit ¢ # j unabhingig, so muss (X;);cs nicht un-
abhingig sein. Das gilt schon fiir eine Familie (X, X2, X3). Beispiel: Das wohl einfachste
Beispiel erhélt man, wenn man die Gleichverteilung P auf Q = {0, 1, 2, 3} und die Zufallsva-
riablen X1, X5, X5 mit X;(0) = X;(i) = 1 und X;(j) = 0 sonst betrachtet (Ubung).



Kapitel 5

Integral und Erwartungswert

Aufbauend auf dem MaB- bzw. Wahrscheinlichkeitsbegriff fithren wir jetzt die Begriffe Integral
bzw. Erwartungswert ein und stellen einige elementare, aber fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie
zentrale Gleichungen und Ungleichungen mit Erwartungswerten bereit. Die mafitheoretischen
Aspekte dieses Kapitels sind grofitenteils aus dem Modul MaBtheorie bekannt.

Wihrend des ganzen Kapitels sei (€2, .4, 1) ein Mafraum.

5.1 Definition (Integral) Sei f : Q) — R messbar. Ist f > 0, so ist das Integral von f (bzgl.
1) definiert als

/fd,u = sup{Zai,u(Ai) f 2 Za’ilAi € 5(97,4)} .
i=1 i=1
Fiir aligemeine f betrachte
fT(w) := max{f(w),0} und f~(w):=max{—f(w),0}.

fT und f~ sind messbar (Satz 3.8), nichtnegativ und f = f* — f~. Man setzt

[ran=[sran- [ 1 an.

vorausgesetzt, dass nicht [ f* du = [ f~ du = +oo. In diesem Fall ist [ f dy nicht definiert.
Ist f > 0,s0ist f* = fund f~ = 0, und die Definition des Integrals ist mit der vorherigen
fiir nichtnegative f konsistent.

Wenn es erforderlich ist, schreiben wir auch [ f(w) du(w) anstatt | f dy. Weitere Schreib-

weise: [ f(w) p(dw).
5.2 Lemma Seien f, g, f,, nichtnegative, messbare R-wertige Funktionen und A € A.

a) IStf = Z?:l OcilAz., o; € [0, —i—OO], A; e A, so iStf fd,u = Z?:l ai,u(Ai).
Insbesondere ist [ 14 dp = p(A).

b) Aus0 < f < gfolgt0O < [ fdu< [gdp.
c) AUSOSfn/‘ffOIgtogffndﬂ/\ffdu'
d) Sindo, 8 € R, o, 3> 0, so gilt

/(af+ﬁg)du=a/fdu+ﬁ/gdﬂ-
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Beweis: Siehe Lemma B.5.
5.3 Definition (Nullmenge, fast sicher)
a) N € A heiBt Nullmenge, falls ;1(N) = 0.

b) Eine Eigenschaft F/(w) die Punkten in ) zukommen kann, gilt fast sicher (f.s.), falls es eine
Nullmenge N gibt, so dass E(w) fiirallew € '\ N.

5.4 Satz -
Seien f, g : 0 — R messbar, f > 0.

a) flw)=0fs.< [ fdu=0
b) [ fdu < oco= f(w) < oo fs.

o fw) <glw)fs.= [fdu< [gdu

Beweis: Siehe Satz B.6.

5.5 Definition (Integrierbarkeit) Eine messbare Funktion f : 0 — R heiBt integrierbar
(oder genauer p-integrierbar), falls

/f+du<oo und /f_d,u<oo.

Aquivalent dazu ist die Forderung [ | f|dp < co,da|f| = fT+f~.Sei L), :={f: [|fldu <
oo} der Raum der p-integrierbaren Funktionen.

5.6 Lemma a) |f| <|glundg € L}, = f € L],

b) 1(2) < oo und f beschrinkt — f € E}L (Das gilt insbesondere in Wahrscheinlichkeits-
raumen!)

Beweis:
a) [|fldu < [|g]ldp < oo wegen Lemma 5.2b).
b) Sei |f| < M. Dann ist

Lemma 5.2b) Lemma 5.2a)
/\f|dﬂ < /Mdu =" M- p() <o
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5.7 Satz (Monotonie Linearitit und Positivitit des Integrals)
Seien f,g € E}L.

a) f<gfs.= [fdu< [gdu

b) Fﬁra]lea,ﬁERistaf%—ﬁgGE}t und
/(af+ﬂg)du=a/fdu+ﬁ/gdu (*)

o |[ fdu| < [|fldu (Insbesondere: f > 0= [ fdu>0)

Beweis: Siehe Satz B.7.
5.8 Bemerkung Das Integral einer C-wertigen Funktion wird folgendermaBen definiert: f :

Q — C ist messbar, falls R f und S f messbar sind. f ist integrierbar, falls ®f und S f inte-
grierbar sind. Fiir ein solches integrierbares f sei

/fd,u ::/ﬂ%fduﬂ/%fdu.

Dann gelten Satz 5.7b) und c¢) analog, wobei auch die Koeffizienten o und 5 komplex sein
konnen.

5.9 Definition Fiir1 < p < oo sei
Lh = {f:Q%R’fmessbar, /|fpd,u<oo}

5.10 Bemerkung Ist 1(Q2) < oo, so ist £}, C [Zﬁ, falls p’ < p. Zum Beweis vergleiche
Bemerkung 7.2.

5.11 Bemerkung Folgende Beobachtung ist oft niitzlich: Ist 0 < f : 2 — R messbar, so ist

Soulrzk < [fan<y s> n,
k=1 k=0

denn fir n < f(w) <n+1 gilt

Y @) =n< fw<ntl= 1w,
k=1 k=0

und falls f(w) = n + 1 kann man das erste n durch n + 1 ersetzen.

Notation: Ist f : 0 — R integrierbar oder > 0 und ist A € A, so ist

/Afdu:—/u-fdu.

Nun wenden wir den Integralbegriff auf Zufallsvariablen an. Sei daher (2,4, P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum.
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5.12 Definition (Erwartungswert, Varianz, Momente) Sei X eine Zufallsvariable.

a) E[X] := [ X dP (falls wohldefinieert) heiBt der Erwartungswert von X. Wir schreiben
auch EX.

b) Ist X € L oder X" > 0, so ist das r-te Moment E[X"] von X wohldefiniert (r =
1,2,3,...).

c) Sei X € LL. V(X) := E[(X — EX)?] heiBt die Varianz von X, o(X) := /V(X) die
Streuung.

5.13 Lemma Fiir X € £}, gilt:
a) V(X) = E[X? — (EX)?,
b) V(X)=0<= X = EX f.s. < X = const fs.,
c) V(X) <oo+e= X €L}
d) Sei X € £%. Dann ist
V(X) < E[(X —a)? firallea € R
mit Gleichheit genau dann, wenn a = EX.

Beweis:
a)
V(X)+2(E|X|)? = E[(X - EX)*+2|X|- E|X|] = E[X? -2X - EX +2|X|- E|X| +(EX)?]
\W—J ~

<00 >0

= E[X? - 2EX EX +2F|X|E|X|+ (EX)? = E[X? — (EX)? + 2(E|X])*.

b) Folgt aus Satz 5.4.
c) Folgt aus Teil a).

d)
f(a) := E[(X —a)?| = E[X?| —2¢a EX +a* = (a — EX)* + V(X) .
f hat ein eindeutiges Minimum bei a = EX und f(EX) = V(X).

5.14 Satz (Markov- und Chebyshev-Ungleichung)
Sei X eine Zufallsvariable, ¢ > 0. Dann ist P({|X| > €}) < ¢~ ! E| X| (Markov-Ungleichung
und daher auch (Chebyshev-Ungleichung)

P({|X]| > e}) = P({X? > ¢*}) < e *B[X7]

Beweis:

P(|X|>¢) :/1{|X26} dP < /1{X|26}€1|X|dp < /eldep:elE\X|
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5.15 Definition Fiir X,Y € £2 heiBt Cov(X,Y) := E[(X — EX)(Y — EY)| die Kovarianz
von X undY. X und Y heiBen unkorreliert, falls Cov(X,Y) = 0. (Dass die Kovarianz fiir
XY € C% immer wohldefiniert und endlich ist, wird man in Satz 7.1 sehen.)

5.16 Bemerkung Cov(X,Y) = E[XY]| — EX - EY . Insbesondere: Sind X, Y unkorreliert,
soist E[XY] = EX - EY.

5.17 Satz
Seien X;,Y; € L% (i =1,...,m; j=1,...,n) und a;, b, c,d € R. Dann ist

m n m n
ZaiXi—l—C,ijYj-i-d :ZzaibjCOU(Xiayj)
i—1 j=1 i=1 j=1

Beweis:

f:aiXi—l—c,zn:ijj—i—d —E iai(Xi—EX Z (Y; — EY;)
i=1 j=1 i=1 =1

- i zn:E [aibj(X; — EX;)(Y; — EY;))]

i=1 j=1

= i”: z": a;bj Cov(X;,Yj)

i=1 j=1

5.18 Korollar Seien X; € £%. Dann gilt

Vv <Zn1 Xz) — Enl V(Xz) + ‘ En : COU(Xi, XJ)
1= 1= INES
i#j

Insbesondere: Sind die X; paarweise unkorreliert, so ist V(31" | X;) = Y 1 | V(X;).

5.19 Satz
Seien X1,...,X,, € L} unabhingig. Dann ist [\, X; € £} und

e |11 Xi] 1ex *)
1=1 =1

Beweis:  (Der Beweis verlduft dhnlich wie der einfachere von Satz 5.21.) Ist X; = 14,
(i = 1,...,n), so gilt (*) wegen der Unabhingigkeit. Da beide Seiten von (*) multilinear
in Xy,..., X, sind, gilt (*) auch fiir endliche Linearkombinationen von Indikatorfunktionen,

und aus Satz 3.12 zusammen mit Lemma 5.2¢) folgt, dass (*) fiir nichtnegative X; € £} gilt.
Aufgrund der Zerlegung X; = X f — X, folgt (*) dann durch nochmalige Ausnutzung der
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Multilinearitit auch fiir beliebige X; € E}g. (Dieses Beweisschema wird auch “algebraische
Induktion” genannt.) Einen davon unabhéngigen Beweis erhalten wir spiter als Korollar zum
Satz von Fubini. a

5.20 Korollar Sind X; € £i unabhingig (i € ), so sind sie paarweise unkorreliert.

5.21 Satz (Integration mit transformierten Mafien)
Seien (2, A), (', A’) messbare Ridume, T : Q2 — Q' messbar, und sei p ein Mal3 auf (Q, A).
Ist f : ' — R messbar und ist f nichtnegativ oder f o T € [,L, so gilt

[rotdn= [ faor). (%)
Q Q/

(Ist u = P ein WahrscheinlichkeitsmaB3 und T = X eine €)' -wertige Zufallsvarable, so
schreibt sich das als Ep[f(X)] = [ fdPx.)

Insbesondere gilt im Fall Q = Q': Ist po T~ = p, soist [ foTdu = [ fdpu.

Beweis:  Wie oben folgt die Behauptung durch ““algebraische Induktion”:
i) (*¥*) gilt nach Definition von p o T~ ! falls f = 14.

ii) Da beide Seiten von (**) als Funktion von f linear sind, iibertrdgt sich (**) auf endliche
Linearkombinationen von Indikatorfunktionen, insbesondere auf f € £(€2, .A).

iii) Zur Ubertragung von (**) auf nichtnegative messbare Funktionen kann man entweder di-
rekt Definition 5.1 anwenden (man muss dabei etwas aufpassen!), oder man kann Satz 3.12
kombiniert mit Lemma 5.2c anwenden.

iv) Beliebige f € ﬁlle” zerlegt als f = f* — f~ und wendet Satz 5.7b an.

d

5.22 Bemerkung Achrung: Satz 5.21 stellt keine Integraltransformationsformel bereit, wie
man sie aus der Analysis kennt. Dazu miisste auf der rechten Seite das transportierte Maf}
po T~ auf ' durch ein dort vorgegebenes MaB 1/ mal einer “Jacobischen Determinante”
ersetzt werden. Das wire ein viel tiefer liegendes Ergebnis.



Kapitel 6

Konvergenzsatze und gleichgradige
Integrierbarkeit

In diesem Kapitel sei (2, A, 1) wieder ein MaBraum. Im Zentrum unserer Uberlegungen steht
die Frage, unter welchen Voraussetzungen Grenzwertbildung von Folgen messbarer Funktio-
nen und Integration in der Reihenfolge vertauscht werden kénnen. Dabei werden verschiedene
Konvergenzbegriffe untersucht, und mit dem Borel-Cantelli Lemma und dem schwachen Ge-
setz der grofBen Zahl zwei einfache, aber fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie wichtige Aussagen
bewiesen.

6.1 Satz (Monotone Konvergenz)
Seien f, f,, :  — R messbar.

a) Aus0 < f, 2 f fs. folgt [ fndp 7 [ fdp.
b) Sind die f,, > 0,so gilt [ >, fodu =>4 [ fndpu.

¢) Sinddie f, € L}, gilt f, /* [ f.s.undistsup,, [ fn dp < oo, soist f € L}, und [ fdp
| f du. (Diese Aussage heiBt auch Satz von Beppo Levi.)

Beweis: Siehe Satz B.8.

6.2 Bemerkung In Satz 6.1c) sowie in vielen anderen Konvergenzaussagen dieses Kapitels
kann man auf die Voraussetzung, dass f messbar ist, verzichten, falls (£2, A, ) vollstéindig ist,
denn dann folgt die Messbarkeit von f aus der fast sicheren Konvergenz von f,, gegen f.

6.3 Korollar (MaBe mit Dichten) Ist 0 < f messbar, so wird durch v(A) := [ 4 fdp ein
MaB auf (2, A) definiert. v ist endlich genau dann, wenn f € L}, und v ist ein Wahrschein-
lichkeitsmaB genau dann, wenn [ f du = 1. Schreibweise: v = f - y oderv = fp.

Beweis:  Wir zeigen die o-Additivitit, der Rest ist trivial: Seien Ay, Ay, - - - € A paarweise
disjunkt. Mit f,, := 14, f folgt aus Satz 6.1b)

v (U An> = /and,u: ZV(An)
n=1 n=1 n=1
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Wir fiihren folgende Bezeichnung ein:

o0 o0
limsup A, := ﬂ U Ay ={w: w € Ay fiir unendlich viele &}

n—o0 n=1k=n

6.4 Korollar (Borel-Cantelli Lemma) Seien A,, € A, > | ji(A,) < co. Dann ist

1 (limsupAn> = lim p (U Ak> =0,
n—00 n—oo

k=n
dh.{n € N:w € A,} ist fiir u-fast alle w endlich.

Beweis:  Aus Satz 6.1b) folgt fir f := >0° 14, dass [ fdu = > 07, u(A4,) < oo, so
dass f < oo f.s. nach Satz 5.4b). Das ist gleichbedeutend mit card{n € N: w € A,} < o
fis. O

6.5 Bemerkung Sind die Ereignise A,, unabhingig, so gilt auch folgende “Umkehrung”: Ist
Yood w(Ap) = o0, soist p (limsup,,_,o An) = 1, dh. {n € N:w € A,} ist fiir y-fast alle
w unendlich.

6.6 Beispiel Sei (X)), eine Folge integrierbarer, identisch verteilter Zufallsvariablen auf ({2, A, P).
Dann ist lim,,_soo n ™' X,, = 0 f.s., denn

1 1
we {n'X, /> 0} < 3k EN:card{n eN: E|X"(w)| > k} =00
< JdkeN:card{n € N: k| X, (w)| >n} =00
& we | limsup {k[X,| > n}

k=1 n—oo

so dass

P ({n_an /= 0}) < ZP (lig:sogp {k| X, > n}) ,

k=1
und fiir jedes k ist P(limsup,,_, . {k|X,| > n}) = 0, da nach Bemerkung 5.11

> P{k|Xn| > n}) = P{k|X1| > n}) < k/ |X1|dP < o0 .
n=1 n=1

Dabei haben wir benutzt, dass, da alle X,, identisch verteilt sind,

P({k|Xn| >n}) =P (X, ' ({z € R: klz| > n})) = Px, ({zr € R: klz| > n})
=Px, {z eR: klz| >n}) =--- = P{k|X1]| > n}).

6.7 Satz (Lemma von Fatou)
Seien 0 < f,, : Q — R messbar. Dann ist

/lim inf f, dp < lim inf/fn du .
n—oo n—oo
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Beweis siehe Satz B.O.

6.8 Satz (Majorisierte Konvergenz, auch Konvergenzsatz von Lebesgue)
Seien f, fn,g : Q@ — R messbar, |fn| < g f.s.und g € L},. Existiert f = limy o0 fn £5., 50
ist f € E}L und

ILm /|f—fn|du:O, insbesondere /fd,u: h_)m /fnd,u.

Beweis siehe Satz B.10.

6.9 Bemerkung Ist 44(£2) < oo und sind die f,, im vorherigen Satz gleichmiBig beschrinkt,
so kann der Satz angewandt werden.

6.10 Korollar Seien A} C Ay C A3 C --- C Q messbar, A = J,; An und f € L}L. Dann

1st
lim/ fdu:/fdu.

Beweis:  Wihle f,, := fla, und g := |f|, und beriicksichtige, dass [, fdu = [ fla, du.
O

6.11 Korollar (Riemann- und Lebesgue-Integral) ) Ist f : [a,b] — R Riemann-integrierbar,
so ist f auch integrierbar bzgl. der Einschréinkung des Lebesgue-MaBes auf [a, b], und die bei-
den Integrale stimmen iiberein, d.h.

b
- dr = .
R / fwar=[ s

Beweis siehe Korollar B.11.

6.12 Satz (Differentiation parameterabhéngiger Integrale)
Sei G C R offen, f : G x Q — R sei so, dassw — f(t,w) fiir jedest € G p-integrierbar und

t — f(t,w) fiir jedes w € () differenzierbar ist. Gibt es ein ¥ € L,ﬂ derart, dass |%f(t, w)| <
U(w) fiir alle (t,w) € G x €, so existiert % [ f(t,w) du(w) fiir jedes t € G und es ist

G [ du) = [ Srew)duto).

(Entsprechendes gilt auch fiir C-wertige f.)

Beweis siehe Satz B.12.

6.13 Beispiel Sei X eine Zufallsvasriable auf (£2, .4, P). Dann ist exp(itX) fiir jedes ¢t € R
messbar und da | exp(it X )| = 1, istexp(it X ) integrierbar. Setze p(t) := E [exp(itX)] (das ist
die Fourier-Transformierte von X). Es ist % exp(itX) = iX exp(itX), also ]% exp(itX)| <
| X | fiir alle ¢ € R. Also gilt: Ist X € L}, so ist

o'(t)=1- /X exp(itX) dP .



Kapitel 6 Konvergenzsitze und gleichgradige Integrierbarkeit 34

Im Rest dieses Kapitels beschrianken wir uns auf den Fall endlicher Malle (im Hinblick auf
unsere Hauptanwendung, die Wahrscheinlichkeitstheorie). Ziel ist es, die Voraussetzungen von
Satz 6.8 abzuschwichen. Analoge Ergebnisse fiir allgemeine Mafle findet man bei [1, §21].

6.14 Definition Sei y ein endliches MaB auf (2, A). Eine Familie 7 messbarer R-wertiger
Funktionen auf Q) heifit gleichgradig integrierbar, falls es zu jedem € > 0 ein a > 0 gibt, fiir
das

sup/(]f—a)J“d,uSe.

feF

6.15 Bemerkung Sei F = {f} mit f € L}L. Dann ist F gleichgradig integrierbar, denn 0 <
(If = n)* < |f] und lim, oo (| f] — n)T = 0 auf {|f| < oo}, d.h. f.s., so dass aus dem Satz
von der majorisierten Konvergenz folgt lim,, .o [ (|f| —n)* du = 0.

6.16 Satz
Sei y ein endliches MaB auf (€2, A) und F eine Familie messbarer R-wertiger Funktionen
auf ). Aquivalent sind die folgenden Aussagen:

i) F ist gleichgradig integrierbar.

ii) Fiir alle e > 0 gibt es ein a > 0 derart, dass

sup [ ldn<e.
feF J{|f|>a}

iii) supser [ |fldp =: C' < oo und

Ve>030 >0VAeA: u(Ad) <é = sup/\f|d,u§e.
feFJA

Beweis:  Schema: iii) = ii) = i) = iii).

iii) =>ii) Zu e > 0 wihle 6 > 0 wie in iii). Dann ist fiir a = % und fiir jedes f € F wegen

der Markov-Ungleichung
1 C

wlifl >ap <2 [Ifldu< $ <5,

a a

also f{‘f|>a} |fldu < e fiir jedes f € F.

ii) = i) Beachte dass (|f| —a)* < |f] - 1f|f|>a}-

i) =>iii) Seie > 0. Wihle a = a(5) wieini), § := 5. Dann ist fiir f € Fund A € A

_ ot € .
/A!f\duﬁ/A(!f a) du+/Aadu§2+a H(A)

Fiir A = Q) folgt daraus

SUP/IfIdu§€+a~M(Q)<oo,
feF 2



Kapitel 6 Konvergenzsitze und gleichgradige Integrierbarkeit 35

und fiir 41(A) < § erhilt man

€

up [ [fldn< G+ 5=
6.17 Lemma Sei p ein endliches MaB auf (2, A).
a) F gleichgradig integrierbar <> {|f| : f € F} gleichgradig integrierbar

b) F gleichgradig integrierbar, S > 0 < {Zf\il aifi: NN, f; € F,3N | oy < S}
gleichgradig integrierbar

c) Fi1, Fo gleichgradig integrierbar —> F1 U JF> gleichgradig integrierbar
d) FC L}L endlich = F gleichgradig integrierbar

Beweis:

a) trivial.

b) Sei e > 0und seien C und 6 = 0(5) wie in Satz 6.16iii) zu F gewihlt. Dann ist fiir A € A
mit (A) < 0, fiir f; € F und o; mit Zf\il lag| < S

[15 aisldn < lai- [1fldu< o5 <.
€
/A\Zaifi\dus Z\ai\-/AundM ol § <
c) Zu ¢ > 0 seien §; (fur F1) und &9 (fiir F») wie in Satz 6.16iii) gewihlt. Benutze nun

0= min{51, 52} > 0 fiir /1 U Fo.

d) folgt aus Bemerkung 6.15 und Aussage c).

Nun beweisen wir die angekiindigte Verschérfung von Satz 6.8.

6.18 Satz (Konvergenzsatz fiir gleichgradig integrierbare Funktionen)
Sei p1 ein endliches MaB auf (2, A), (fn)n>1 eine gleichgradig integrierbare Folge messbarer
R-wertiger Funktionen auf ). Ist f : Q0 — R messbar und f = lim,,_;oo f £.5., soist f € El

und
Tim ‘/fndu /fdu‘ Jm [ 15, - flau=o.

Beweis: Esist f € £ da

Lemma von Fatou Satz 6.16iii)
/|f]du—/liminf\fn]du < liminf/|fn\du§sup/\fn]du < 00.
n—00 n—00 n
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Setze hy, = |f — fn|. Wegen Lemma 6.17 (erst d, dann c, dann b und dann a) ist (hy,),
gleichgradig integrierbar, so dass zu € > 0 ein a > 0 existiert mit

sup/ hpdu < €.
n J{hn>a}

Daher:

/‘f_fn‘d,u:/hnd,u:/{ }hndﬂ+/hn'l{hn<a}du<6+/hn'1{hn<a}du-
hn>a

Da |hp - 1y, <oy < aund |y, - 1y, <ay| < hn = |f — ful — 0 fs., folgt aus Bemerkung 6.9

lim [ by -1, <apdp=0,

n—o0

also
lim /\f — fn|dp < e fiir beliebiges € > 0 .
n—oo

d

Wir diskutieren nun drei Konvergenzbegriffe fiir messbare Funktionen im Fall endlicher
Mage. Fiir den allgemeinezl Fall siehe [1, §20].
Seien f,,, f messbare R-wertige Funktionen auf (€2, .4), u ein endliches Maf auf .A.

> Fast sichere Konvergenz f = lim,,_,, f, p-f.s. genau dann, wenn

I ({likmsup!f — frl > 0}) = p (U {liglsuplf — frl > i}) =0

r=1

Das ist wegen der o-Subadditivitidt von p dquivalent zu

Vr € N: u<{limsup|f—fk|>71a}> =0,

k—oo

und da {limsup, .. |f — fr| > 1} = limsup,_ {|f — fu| > 1} fiir jedes r, ist die
fast sichere Konvergenz also dquivalent zu

Ve>0: p <li]r€nsup{|f—fk| > 6}> =u| (Y UL = il > ¢}

n=1k>n

= lim g | (J{f~ Sl >} | =0

k>n

> Stochastische Konvergenz  f,, — f (n — o) genau dann, wenn
W
Ve>0: lim p({|f — fu] >€}) =0
n—oo

> L -Konvergenz lim, o [ |f — fuldp =0

6.19 Lemma Secien f,,, f messbare R-wertige Funktionen auf (€2, A), uu ein endliches MaB auf
A.
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3) fn%fﬂ'ﬁs':fnjf
b) f’fn_f|dﬂ_>0:>fn7f

¢) Fiir jeden der drei Konvergenzbegritfe gilt: Geht f,, — f, so folgt
fm—9 < f=g pfts
Beweis:
a) Folgt direkt aus obigen Charakterisierungen der Konvergenzbegriffe.
b) Folgt aus der Markov-Ungleichung p{|f, — f| > €} < e 1+ [|fn — f| du.

¢) “==" Wegen Teil a) und b) ist das nur fiir die stochastische Konvergenz zu zeigen: Fiir
€ >0undn € Nist

€ €, n—x
w{lf =gl > e} <p{lf = ful > S} +p{lfa =9l > 5} =50,
also u{|f — g| > €} = 0 und daher

u{f#g}=u<§jl{|f—gl>i}> <§u<{|f—gl>i}> =0

Ist u{f # g} = 0, so werden die definierenden Ausdriicke fiir die drei Konver-

genzbegriffe beim Ubergang von f zu g oder umgekehrt nur auf ;-Nullmengen geiindert,
d.h. ihre Werte dndern sich nicht.

13 2
—

O

6.20 Satz

Seien f,, f wie vorher. Gilt f,, — f, so gibt es eine Teilfolge (fy, )i von (fn)n. die p-L.s.
m
gegen f konvergiert.

Beweis:  Fiir alle k > 0 gibt es ein ny € N mit pu{|fn, — f| > £} < 27*. Die ny, konnen

so gewdhlt werden, dass n; < na < m3 < .... Aus dem Borel-Cantelli Lemma 6.4 folgt

card{k € N: |f,, (w) — f(w)| > £} < oo fiir p-fast alle w und daher limy,_,og fn, = f p-fs.
O

6.21 Satz

Seien f,,, f messbare R-wertige Funktionen auf (2, A), u ein endliches MaB auf A. Folgende
Aussagen sind dquivalent:

D) [|fa— fldp < oo fiir alle n, limy, o0 [ |fn — fldp=0und f € L],.

ii) fn, — f und (fy), ist gleichgradig integrierbar.
o

Beweis:  “i) = ii)”: f, — f folgt aus Lemma 6.19b). Sei nun ¢ > 0. Wihle a; > 0 so,
o
dass [(|f| —a1)" du < § (vergl. Bemerkung 6.15), und ng = no(e) € N derart, dass

/an|_|f|’d/i§/|fn—f|du<; fiir alle n > nyg.
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Es folgt

/(’fn‘_al)erMS/(’f‘_a1)+d,u+/an’—|fH d,u<§e fiir alle n > ng.

Da alle f,, nach Voraussetzung integrierbar sind , ist die endliche Familie { f1, ..., fn, } gleich-
gradig integrierbar (siche Lemma 6.17), und es gibt ein ay > 0 derart, dass [ (| f;| —a2)" du <
efiri =1,...,ng. Fir a = max{as, as} folgt daher sup,,~ [ (|fn| —a)™ du < e.

“ii) = 1)”:  Sei (fn, )k>0 eine beliebige Teilfolge von ( f;,),~0. Wegen Satz 6.20 gibt es eine
Teilfolge (fn, ) )i>0 von (fn, k>0 mit lim; o0 fr, , = f p-f.s. Aus Satz 6.18 folgt: f € L,
und lim;c0 [ | fn,,) — fldp = 0. Also hat jede Teilfolge der Folge ([ |fn — f|dp)n>0 eine
Teilfolge, die gegen 0 konvergiert, so dass die Folge selbst auch gegen 0 konvergiert. a

Wir fassen die Beziehungen zwischen den verschiedenen Konvergenzbegriffen bei endlichem Mal}
zusammen:

fiir Teilfolgen

-

fon—f ufs. > [|fo— fldp—0
A falls (f,,), gleichgradig int’bar

fiir Teilfolgén,_ falls (/fn)n gleichgradig int’bar

fo— f
I

6.22 Bemerkung (Schwaches Gesetz der groBlen Zahl) Seien X, X5, --- € £%3 unkorreliert
und M := sup,, V(X,) < oco. Dann konvergiert

1 n
—Y (Xi - EX;) >0,
n =1 P

denn aus der Chebyshev-Ungleichung 5.14 folgt:

‘|

n

_ 1 ¢ 51 g
>a>§a2v<nZ(Xi—EXi)>—a2QZV(Xi)gazMnl.

i=1 =1

1 n
—> (Xi - EX))
n =1




Kapitel 7

Minkowski, Holder und Jensen

In diesem Kapitel stellen wir eine Reihe der wichtigsten Ungleichungen der Analysis zur Ver-
fligung. Insbesondere zeigen wir, dass die sogenannten L”—R4ume Banach-Réume sind.
Sei (2, A, p1) ein MaBraum, p, g > 1, }% + % = 1. Fiir messbare f : 2 — R sei

1/p
1]l = (/If!”du>

Zur Erinnerung: Dann ist £, = {f : @ — R mit || f||, < oo}.

7.1 Satz (Minkowski- und Holder-Ungleichung)
a) LI, ist ein Vektorraum.

b) ||l ist eine Semi-Norm auf L%, d.h. fiir f,g € L}, und o € R gilt

D If+gllp < Iflp + lgll, (Minkowski-Ungleichung)

2) llafllp = lal- I fllp
3) ||fll, =0<= f=0p-fs.

o feLllge L= (fg) €Ly llfgllh <|fllp- llglly (HSIder-Ungleichung)

Beweis:

b2)

1/p 1/p
sl = ( [lastan) " =lal- ( [15dn) " = lal- 1),

Ifllp=0 <= /\f\pdu—o <~ |fP=0fs. <= [f=0fs.

b3)

c) Ist | f||[, = O oder ||g|lq = 0, soist f = 0fs. oder g = 0 fs., also fg = O f.s. und daher
1fglli = 0.
Seien nun || f||, > O und ||g||; > 0. Fiir beliebige a, b > 0 gilt

1
Zedlogb

—_ Y

p q p q

ab — e%(ploga)Jr%(qlogb) < leploga + ab W
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da x — e” konvex ist. Ist @ = 0 oder b = 0, so gilt diese Ungleichung ebenfalls. Also

f@) g _ 1 [f) 1 lg(w)]
1fll,  lglle — p[IfIPdu g [lgl?du

Integriert man beide Seiten dieser Ungleichung mit dy, so folgt

d
Jlfgldp 1 1
1Al -llglly = p  a

also die Behauptung.
ay i)oeslh v

i) Da [[aflly = laf - || f
iii) Seien f,g € L}. Da

[f+gl” < (IF1+1g)” < (2 max{|f], [g]})" = 2° max{|f[", |g["} <27 (|f]" + [9]") ,

1.1
[ir+ar <2 </|f|”du+/!g!”du> < oo,

also f + g € Lh.

p- istmit f auch af in £F.

ist

bl) Seien f, g € L}, Es gilt

/ 4 gl du < / GErZ *)

und die Ungleichung folgt sofort fiir p = 1. Sei nun p > 1. Dann ist
Jant1alydu= [ 171051+ g~ o+ 1ol 171+ 16l d

Holder-Ungl. (p—1) 1/q (p—1) 1/q
<"t (far+taean) gl ([0 o ran)

Da aus % + % = 1 folgt, dass p + ¢ = pq, ist (p — 1)q = p, und wir erhalten

1/q
/ (71 + 19l di < (111 + lgllp) ( / (171 + 9" du) ,

woraus wegen |f| + |g| € £}, folgt

1/p
([an+labran) " <15+ gl

Mit (*) folgt daraus die behauptete Ungleichung.

7.2 Bemerkungen
a) Firp =g = 2erhidltman ||fg|[1 < |/ fll2llgll2  (Cauchy/Schwarz-Ungleichung)
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b) Ist () = 1und 1 < p <7, so gilt fiir f € L],

1/P Holder-Ungl. 1/ 5
1= (17 2a) " (e ) = (fiera) <1,

7.3 Bemerkung Sei

38

Ly ={f:Q—=R[|IM>0sodass |f| <M p-fs.} .

Fir f € EZO sei
[flloo :=inf {M >0:|f| <M p-fs.} .

Dann gelten fiir p = oo und ¢ = 1 die gleichen Aussagen wie in Satz 7.1 (Ubung!).

7.4 Bemerkung Sei 7 C L] und sup;cx | f|, =1 C < oo fiir ein r > 1. Dann ist F
gleichgradig integrierbar, denn fiir a > O und f € F gilt

/ |fldu < a_(r_l)/ 1M dp < a= D0 =0 fiira — oo.
{If[>a} {If[>a}

7.5 Satz (Vollstindigkeit von 1))
Seil < p < oo, fu € L}, und sei limy, oo SUP,,>, || fn — fmllp = 0. Dann existiert ein
f € Ll derart, dass limy, 0 || fr. — fllp = 0.

Beweis:  Der Beweis fiir p = oo bleibt zur Ubung iiberlassen. Hier sei 1 < p < oo. Wihle
eine Teilfolge (fn,)x von (fy)n mit || fr.., — faxllp < 277 Wir wollen zeigen, dass f :=
limy o0 fn, fast sicher existiert. Sei dazu g, = > ;" [fn,.; — fn,|- Dann folgt aus der
Minkowski-Ungleichung, dass

m
lgmlly <> 277 < 1.
k=1

AuBerdem strebt g, g =371 | fuyir — fny s also auch g5, 7 g? und daher
/g” dp = Sup/g% dp = sup [gm|p <1,
m m

also gP € L1, so dass g < oo pu-f.s. Insbesondere existiert

fi="tu+ Y (fer = fu) Lsound |f| < |f] 49,

k=1

so dass
1fllp < Al fal +9ll, < i llp + [lgllp < 00,
also f € Ll Aus dem Lemma von Fatou folgt schlieBlich

=11 = [ 1= P di = [ i 1, ~ £, 7
< nminf/ = Fu P d < 54D [ fo — funll2 = €0
m—r0o0 m>n

und €, — 0 nach Voraussetzung. O
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7.6 Bemerkung (LP-Rédume) Sei L}, die Menge der ||.||,-Aquivalenzklassen von L£F, (f ~
g, falls ||f — g||, = 0, dh. falls f = g p-f.s.). Aus dem vorhergehenden Satz folgt, dass
LI, ein Banach-Raum ist. Im Fall p = 2 ist es sogar ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt
(f,g9) = | fgdp. Das Skalarprodukt ist wohldefiniert, da [ |fg|du < || f|l2/lgll2 < oo, und

offensichtlich ist || f]|2 = (f, f)3.

Schon im Beweis der Holder-Ungleichung spielte die Konvexitit von x — e® eine entscheiden-
de Rolle. Ist i ein Wahrscheinlichkeitsmaf, so ldsst sich eine viel allgemeinere Ungleichung
fiir Integrale konvexer Funktionen beweisen.

7.7 Definition (Konvexitit) Seil C R ein Intervall. ¢ : I — R ist konvex, falls
¢ (ta+ (1 —t)b) < te(a)+ (1 —t)p(b) firallea,bec [ undt € [0,1].
o ist strikt konvex, falls diese Ungleichung fiira # b und t € (0, 1) strikt ist.

7.8 Bemerkung ¢ : I — R ist konvex genau dann, wenn

p(v) — p(u) < p(w) — p(u) < p(w) — p(v)

firalleu < v <winl. ()

(Setze u = a, w = b, v = ta+ (1 —t)b; dann einfache Ubung.) Insbesondere ist jedes konvexe

 stetig im Inneren von I, also auch messbar, und fiir alle x € I existiert

p(z + 3) — p(2)
1

©*(x) := lim 7@(1}) — @) = lim

(Monotonie!).
vl vV— n—00

Mit ¢ ist auch ™ messbar, und wegen (*) ist

Mgw*(@gw firalleu <z <wvin . (%)
T—u v—z

Ist ¢ strikt konvex, so sind alle Ungleichungen in (*) und (**) strikt.

7.9 Satz (Jensen’sche Ungleichung)
Sei I C R ein Intervall (nicht notwendig endlich!), (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum,
X eine integrierbare Zufallsvariable mit Werten in I f.s., und sei ¢ : I — R konvex. Dann ist

¢ (EX) < Elp(X)] .

Ist o strikt konvex, so gilt Gleichheit genau dann, wenn X = EX f.s.

Beweis:  Wegen (**) gilt fir z,y € 1

¢ (1) (y — o) + o) < @(y)

mit strikter Ungleichung falls ¢ strikt konvex und x # y ist. Da X(w) € I f.s., ist auch
EX € I. Ist EX ein Endpunkt von I, zB. EX = min/, soist X > EX f.s. und daher
X = EX fs., insbesondere E[p(X)] = ¢(EX). Andernfalls ist EX € I, und es folgt mit
r=FEXundy=X

P(EX) (X —EX)+p(EX) <p(X) fs. (F*¥)
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Nimmt man auf beiden Seiten dieser Ungleichung den Erwartungswert, so folgt wegen E[X —
EX] = 0 die Behauptung. Ist ¢ strikt konvex und X nicht fast sicher konstant, so herrscht mit
positiver Wahrscheinlichkeit strikte Ungleichung in (**%). O

Die Holder-Ungleichung kann direkt aus der Jensen-Ungleichung gefolgert werden. Das
wird in Bemerkung B.13 gezeigt.
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Produktraume

In diesem Abschnitt zeigen wir, wie man mehrere (auch unendlich viele) zufillige Einzeler-
eignisse (-messungen, -beobachtungen) auf einem einzigen groen Wahrscheinlichkeitsraum
modelliert. Unter dem Blickwinkel der Modellbildung tun wir den ersten Schritt, um aus (einfa-
chen) Modellen fiir einzelne zufillige Phiinomene ein (komplizierteres) Modell fiir die gleich-
zeitige Beschreibung vieler solcher Phinomene zu konstruieren.

Sei I eine Indexmenge, z.B. I = {1,2}, [ = {1,...,n} oder I = N. Fiir das Verstind-
nis dieses Kapitels sollten Sie zunichst nur an diese Indexmengen denken und sich erst beim
zweiten oder dritten Lesen klar machen, dass alles auch fiir kompliziertere Indexmengen wie
I = 7% oder I = Z% gilt, ja sogar fiir nicht abziihlbare wie I = [0, co0) oder I = R%.
Notation: Sei (A;);cs eine Familie von Mengen.

X A; = {(xi)ie] Doxy € ApVi € I} .
i€l
Also zum Beispiel X;e(1,0y Ai = A1 X A2, Xieq1,...ny Ai = A1 X -+ X Ay,
Ist A, = Afiirallei € I, soist
X A; = AT ={(2i)icr : ®; € AVie I} = {x|x: 1 — A Abbildung} .
el

Diesen Abbildungsstandpunkt nimmt man z.B. dann ein, wenn I = [0, co) die positive Zeitach-
se sein soll und z(t) den Wert einer zufilligen GroBe zur Zeit ¢ beschreibt.

8.1 Definition (Zylindermengen) Seien (€2;,.A;), i € I, messbare Rdume. Wir bezeichnen
mit
Z:Z(Ai,z’eI):: U {XAZAIGAZ(ZES),Al—QZ(Z¢S)}

Pt iel
S endlich

die Zylindermengen (oder messbaren Rechtecke) zu (A;,i € I).

8.2 Beispiel Ist I = {1,...,n}, also jede Teilmenge S von I endlich, so ist einfach

Z:{xAi:AieAiWEI}.

el

Aus der MaBtheorie bekannt ist folgender Satz:
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8.3 Satz
Z = Z(A;,1 € 1) ist ein Halbring.

Beweis siehe Satz B.14.

8.4 Definition ),_; A; := 0(2) ist die Produkt 0-Algebra der A;, i € I. (Ist I = {1,2}, so
schreiben wir A1 ® As.)

8.5 Bemerkung ), ; A; # {Xicr Ai : A; € A; Vi € I}. Ganz allgemein gilt in keiner der
beiden Richtungen Inklusion, aber fiir endliche oder abzihlbare Indexmengen I gilt “2”.

Oft kann man besser mit der folgenden dquivalenten Charakterisierung der Produkt o-Algebra
arbeiten.
Notation: Fiir () £ J C I sei die kanonische Projektion

X Q= X Qi,  (wi)ier — (wi)ies
icl icJ

Ist J = {j}, so schreiben wir 5 statt ey (Wenn notig schreiben wir auch 7r§ statt 77 7.)

8.6 Bemerkung Ist I = {1,2,3,4} und ©; = R, A; = B! firralle i € I, so ist 7r2_1/l2 =
{Rx AxR?: Ae B} C Z(A;,i € I). Das gilt auch fiir allgemeine I und (Q;, A;):

7Tj_1(-'4j) CZ(A;,iel) firallejel.

QR Ai=c(Z(Aiicl) =0

il

8.7 Satz
(U Uy 1_ 1A2> .
el
D.h. ®i€ 1 A; ist die kleinste o-Algebra auf X;c1 §2;, fiir die alle Projektionen m; messbar
sind.

Beweis:  Die Inklusion ,,0” folgt aus der vorhergehenden Bemerkung. Fiir die Umkehrung
betrachte X;er A; € Z mit A; = Q; firi € I\ S. Es ist

X AZ:ﬂﬂ'z_lAZ: mﬂ'i_lAi€0'<U7Ti_1.Ai> s

tel iel ics iel

da S endlich ist und da 7; ' 4; € 7TZ»_1.Ai firallei € I. Alsoist 0(Z) C o (U;es 7TZ-_1.Ai). O

8.8 Satz
Seien (€2, A) und (£2;, A;) (i € I) messbare Riume. Dann gilt: f : Q@ — X;ey §2; ist messbar
genau dann, wenn m; o f : Q) — ), fiir alle i € I messbar ist.
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Beweis: “=":m; ist () jer Aj)-Ai-messbar, also ist 7; o f A-A;-messbar.
“e="1 fH(m  Ay) = (mo f)RA; C Afiiralle i € 1. Also ist

(@) (u)) el ()

= (Uf ‘1A> o(A)=A

el

8.9 Korollar () # J C I = 7 : Xie1 U — Xies Qi ist (Q;c; Ai)-(Q),c; Ai)-messbar.

Beweis:  Fiiralle i € J ist 7/ o m; = 7; messbar. O

8.10 Satz
Seien (§2;, A;), i € I, messbare Riume, A; = o(C;) fiir alle i € I. Dann ist

RAi=o <U wglcl)

i€l el

Beweis: “D”:klar ¢/
“C”: Fiir jedes j € [ ist 7rj_1Cj Co (UiEI 7rl-_1C,-), also nach Satz 3.4

_IA =m; lo(C)) = U(Wj_le) Co (U ﬂi_ICZ-) .

el
Es folgt
®Aj:0’ U?T;lAj gO’(Uﬂ'ilci> .
j€el j€el i€l
O

8.11 Korollar Sind I, I disjunkte Indexmengen, (€2;, A;)icr, und (£, A;)icr, Familien messba-
rer Raume, so ist

®~Ai ® ®«4¢ = ® A;
S i€l 1€1Uly

Beweis:  Wir haben die folgenden beiden Inklusionen:

ZAiehUL)CZ|[QRAQRA| S X A

i€l i€ly icl1Ulo

Die erste ist klar, da jede Menge X;er,ur, A; mit A; € A; und nur endlich vielen A; # €;
als (Xier, Ai) X (Xier, 4i), d.h. als Element von Z (®ieh A, ®i612 Ai) aufgefasst werden
kann. (Dabei wird die gleiche Identifikation wie bei der Gleichsetzung (A x B) x C' = A x
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(B x C) vorgenommen.) Fiir die zweite Inklusion seien I := I1 U I, Q) .= Xier, §2; und
B®) € ®,c; A beliebig (k = 1,2). Dann ist

BW x B® = (BY x @) n QW x BM) e o | 71! Gien A) Ur [ QA | |

i€lo

und das ist gerade die zweite Inklusion. Die Behauptung folgt nun durch Ubergang zu den
erzeugten o-Algebren. a
Fiir spéteren Gebracuh merken wir noch an:

812Lemma |J 7' (®;c;Ai) ist eine Algebra.

I€&E(T)
Beweis:  Ist A € Qe Ais B € Qe Aimitl,J € E(T),s0sind A, B € @, Ai» 50
dass 77 ' (A) und 75" (B) und alle daraus erzeugten Mengen zur o-Algebra 77} ; (®;c 1,7 As)
gehoren. ]
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Produktmabe

Das Produkt zweier Mafie ist aus der Analysis bekannt. So gilt z.B. fiir das m- und das n-

dimensionale LebesguemaB3 \* @ \™ = \™*"_ Mit solchen Produkten lassen sich in der Wahr-

scheinlichkeitstheorie gemeinsame Verteilungen unabhingiger Zufallsvariablen konstruieren.
In diesem ganzen Kapitel eien (€23, A5, 1) und (Q2, A;, 1) o-endliche MaBrdume.

9.1 Satz
Durch die Forderung

p1 @ po (A1 x Ag) = p1(A1) - pa(A2) (A1 € Ar, Ay € Ag) (*)

wird eindeutig ein o-endliches MaB j11 ® g auf Ay ® Ag festgelegt, das Produktmal zu i
und ps.

Beweis:  Durch (*) wird eine positive Mengenfunktion auf dem Halbring Z(.A;,.43) defi-
niert, der ja die o-Algebra A; ® A9 erzeugt. Es gilt:

(1) 1 @ pe(0) =p @ p2 (0 x0)=p(0) - u2(0) =0-0=0.

(i) p1 ® po ist o-additiv auf Z( Ay, A2): Sei A x B = )77 | Ay, X By, fiir A, A,, € A; und
B, B, € As. Dann ist

oo
La(wi) - 1p(w2) = Laxp(wi, w2) Z La,xB, (Wi, w2) =Y 1a,(w1) - 1p, (w2) .

n=1

Fiir festes wq sind der erste und der letzte Ausdruck offensichtlich messbare Funktionen
von we. Durch Integration mit dys(w9) und unter Beachtung von Satz 6.1b folgt:

La(wi) - p2(B) = /ﬂ La(wi) - 1p(w2) dpa(ws)

-/ S L (1) - 1, (2) da(2)

2 n=1

:ZlAn(W1>/ 1p, (w2) duz(ws) ZIA w1) - p2(By) -
n=1
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Durch Integration mit dy; (wq) folgt daraus mit gleicher Begriindung:

pi(A) - pa(B) =Y i1 (An) - pa(Bu) ,
n=1

also

o
p1 @ 2 (AX B) =Y 11 ® g (A X Bn).
n=1
(iii) p11 ® po ist o-endlich auf Z(A;, Ag): Sei Q1 = (o Ak, Q2 = ;2| By, mit Ay, € Ay,
w1(Ag) < cound By, € Ag, ua(By) < oo. Dann ist

o o
leQQZU | A, x B,
k=1n=1

und 1y ® o (Ak X Bn) = Hl(Ak) . ILLQ(BTL) < 0.

U1 @ peo ist also eine positive, o-additive und o-endliche Mengenfunktion auf dem Halbring
Z(A1, A2) und kann nach Satz 2.26 eindeutig zu einem MaB auf A; ® A, fortgesetzt werden.
a

9.2 Beispiel (Lebesgue-MaB auf R?) (;, 4;) = (R,BY), 1 = puz = ' (Lebesgue-
MaB auf R). A? := A! ® A\? ist das Lebesgue-MaB auf R?. Es ist eindeutig bestimmt durch
N(AxC) = A(A)x A\ (C) fir A,C € B! (sogar durch A\?((a, b] x (¢,d]) = (b—a)-(d—c),
Satz 8.10).

Zur Vorbereitung des Satzes von Fubini benotigen wir ein paar Lemmata.

93Lemma Sei A € A ® Ao, f : O x Qy — R A; ® Ay-messbar. Dann sind fiir alle
w1 € Ql, Wy € QQ

A@l = {CUQ €y ((1)1,0)2) S A} c ./42,
AQQ = {w1 e (wl,&)g,) S A} S .Al,
fo,: Q2 = R, wy > f(@1,ws) Ag-messbar, und
foo i — R, wy — f(wy,@2) Aj-messbar.
Beweis:  Fiir @ definiere i : Q9 — € durch i(wy) = (W1, ws). Dam 04 = @ = const

und 7 o ¢ = Idq, messbar sind, i§t i nach Satz 8.8 Ay - A; ® Az-messbar, so dass Ay, =
i~Y(A) € Ay und fz, = f o i Ay-B-messbar ist. Analog fiir A, und fz,. O

9.4 Satz (Cavalieri-Prinzip)
Fiir A € A; ® Ay sind wy — pa(A,,) und we — (A, ) messbar, und es gilt

/ pa(An) dpn(wr) = 2 ® pa(A) = / 111 () daa(ws) (%)
Q1 Qg

Beweis:  Wir beweisen nur die erste Gleichheit (der Beweis der zweiten verlduft ganz analog).
Zuniachst betrachten wir den Fall dass die Maf3e 117 und po endlich sind.
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Sei D = {Ae A ® Ay : wy — pa(Ay, ) ist messbar und (**) gilt}. Fir A; € A; ist
A= A; x Ay € D, denn dann ist po( Ay, ) = 14, (w1) - p2(A2) messbar und

[ ralida) dusn) = (A0 alde) = 1 a4

Also enthilt D einen N-stabilen Erzeuger von A; ® As, siche Satz 8.3. AuBerdem ist D ein
Dynkin-System:

D1) €1 x Q9 € D wie eben gesehen.

D2) A,B € D, A C B= ja((B\ A)w,) = p2(Buy \ Auwy) = p2(Buy) — p2(Awy)
ist messbar als Funktion von wy. (Hier wird die Endlichkeit des MaBles p2 bendtigt!) Es
folgt, da auch y; endlich ist,

/ (B \ A)y) dpis (1) = / pi2(Bo) dpn (wr) — / pio( A ) das (1)
o7} 91 N

= 11 @ pi2(B) — p1 ® pa(A) = p1 @ pa(B\ A)

D3) A, € D (n > 1) paarweise disjunkt = p12((|J,, An)w:) = p2(lJ,,(An)wr)
= >, 1#2((An)w, ) ist messbar, und es ist

/Q 142 ((U An) ) dpa (w1) = Z/Q i (An)y, dpn(wn) =Y i @ pa(An) -

Alsoist D = A; ® Ay (Satz 1.16).
Sind p1 und pg nur o-endlich, So ist ©; = |02, A% mit p;(A%) < oo. Dann gilt (**) fiir
jedes MaB ju1 (- N AL) ® pa(- N A2) und iibertriigt sich durch monotone Konvergenz auf

pm@pug = Y (- NAL) @ pua(- NAY).

m=1n=1

O
9.5 Korollar Sei A € A; ® Ag. Ist 11 @ po(A) = 0, soist p1 ((A)y,,) = 0 fiir pa-f.a. wy € Qo
und pia((A)y, ) = 0 fiir py-f.a. wy € Q.
Beweis:  (**) und Satz 5.4a. O
9.6 Korollar (Integral = “Fliche unter dem Funktionsgraphen”) Sei ({2, .A) messbarer

Raum, ;1 o-endlich auf A, f : Q — [0, 400] A-messbar. Sei Ay := {(w,z) € A xR :0 <
x < f(w)}. Dann ist

[ ran=wenep = [ utr = sanm
Q 0

Beweis:  Die Funktion h := w9 — f om : Q X [0,00) — R ist messbar, so dass auch die
Menge Ay = {(w,x) : h(w,z) = x — f(w) < 0} messbar ist. Da (Ay),, = [0, f(w)], ist nach
Cavalieri

(4 \)(Ap) = /Q A((Ap)) du(w) = /Q £ () du(w)
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und aus (Af), = {f > =} folgt genau so

o0

(1@ N)(Ay) = /O T ul(4nn) @) = [ s = o)) daa)

0

9.7 Satz (Satz von Fl}bini)
Sei f: 4 x Qy = R Ay ® Ay-messbar. Ist f~ € L}, oderist f1 E}né@uz’ so sind
wi = [o, fur duz undws = [ fu, dpn fast sicher messbar und es ist

/leQZ fd(p @ pg) = /Q1 ( QQf(wsz)d,ug(wQ)) dyir (w1)
- /Q2 < o f(w17w2)d/ﬁ1(w1)> dpig(wa) .

(***)

(Beachte, dass fiir f > 0 oder f € E}“@M gilt: f~ € E}“&LQ .)

Beweis:  Wir beweisen wieder nur die erste Gleichheit. Fiir f = 14 mit A € A; ® A, ist

fwi,w2) dpa(we) = Jor dpa = p2(Ay,)
QQ Q2

also ist (¥**) gerade (**) aus Satz 9.4.

Da die Abbildung f <w1 > o, fon dm) linear in f ist, ist wi > Jp,, fu, djiz auch
fiir Elementarfunbktionen messbar, und da die linke und die rechte Seite in (***) linear von f
abhingen, folgt die Giiltigkeit von (***) fiir Elementarfunktionen f.

Sind f,, Elementarfunktionen mit 0 < f,, 7 f, so folgt aus dem Satz von der monotonen
Konvergenz, dass fQ2 (fn)w, dua fQQ fuy due fur jedes feste w; € €2y, woraus wieder die
Messbarkeit von wy +—> f92 fw, dps folgt. Daher ist auch

/ fd(p @ pa) = Sup/ frnd(p ® p2)
Ql XQQ Ql XQQ

n

—sup [ | ( / o duz) dyn ()
= /Q1 <81711p /92(fn)w1 dﬂfz) dpi (w1)
-/ < [ 1 duz) dpn ()

Ist f~ € L} ouor [ =T — 7, s0gilt (**) fir fT und f~.Da f~ € L,_,,, ist die linke

Seite von (***) fiir f~ endlich und damit auch die rechte, so dass auch fQQ [ (w1, w2) dua(ws)
fiir p1-f.a. w1 € Q1 endlich ist (Satz 5.4b). Daher ist f92 f(w1,wo) du(ws) fir pp-fa. wy €
Q1 wohldefiniert und > —oo, und die Gleichheit in (***) fiir f folgt aus der Linearitdt des
Integrals.

Ist fT e L’b @0 SO argumentiert man ganz analog. O
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9.8 Bemerkungen
a) Sind p, ...,y o-endliche MaBe auf (21, .41), ..., (2, A4y), so wird durch
@ @ g = (oo (01 ® p2) @ pz) -+ @ fin)

ein o-endliches MaB auf A; ® --- ® A, definiert (beachte Korollar 8.11). Wegen der
Festlegung von ProduktmaBen durch ihre Werte auf Zylindermengen ist die Reihenfol-
ge der Klammerung unwesentlich. Der Satz von Fubini iibertrdgt sich analog. Beispiel:
A" = AR® - ® A (Lebesgue-Mafs auf dem R™).

b) Sind in der Situation von Teil a) h; Wahrscheinlichkeitsdichten auf (€2, A;, p;) (i = 1,...,n)
undist h : Q1 X - x Qp, — [0, +00] definiert durch (w1, ..., wy) = hi(w1) - hp(wn),
soist (hip1) ® -+ @ (hpptn) =h - (1 ® - -+ @ py,), denn beide Mafe stimmen auf Zylin-
dermengen A; x --- x A, iiberein (Beweis fiir n = 2):

(h1p1) @ (hap2)(Ar x Ag) = (hip1)(Ar) - (hapz)(Az)

- / Ly (@1)ha (w1) dpn ) - / 1 po (w2 (w2) dpn ()
951

Qo

= /Qz (/Ql 1A1(wl)hl(w1)1A2(w2)h2(w2)dﬂl(w1)> dpiz(w2)

_ / Ly (w01, w2) (w1, w2) (1 @ o) (w1, w2)
QlXQQ

= (h- (1 ® p2)) (A1 X Ag)

Die Verteilungen von Familien unabhingiger Zufallsvariablen lassen sich als Produktmafle cha-
rakterisieren:

9.9 Satz (Verteilungen von Familien unabhéngiger Zufallsvariablen sind Produktmale)
Seien X1, ..., X, Zufallsvariablen auf (€, A, P). Bezeichne X’ die Abbildung X : ) — R",
w— (X1 (w),..., X, (w)). Dann gilt

X1,...,X, unabhingig <= Py =Px,® --®Px,,

d.h. die gemeinsame Verteilung der X; ist das Produkt der einzelnen Verteilungen.
In diesem Fall gilt: Ist f : R™ — R nicht-negativ oder in Elx, so ist

Ef(X1,....Xy)] = Rnfdpxz Rnfd(PX1®"'®PXn)'

Beweis:  Xq,..., X, sind unabhingig genau dann, wenn fiir alle A = A; X --- x A, €

Z(Ay,..., Ay gilt

n . n n

Px(A)=P (ﬂ{Xi € Az‘}> = [ P{xie A} =]] Px.(4) = (Px, @ --- ® Px,)(A)
i=1 i=1 i=1

Das wiederum ist dquivalent zu Py = Py, ® --- ® Px,,. O

9.10 Definition (Faltung von WahrscheinlichkeitsmaBlen auf R) Bezeichne VV die Menge
aller WahrscheinlichkeitsmaBe auf (R, B) und sei s : R?> = R, (z,y) — z + y. Fiir y,v € W
sei

pxvi=(u@v)ostew
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die Faltung (oder das Faltungsprodukt) von y und v.

9.11 Satz (Eigenschaften der Faltung)

a) pxv(A) = [pu(Ad—a)dv(z fR A—x)du(z) = v * p(A).
b) Ist p = f)\ S0 1stu v = h\ mit h = [z f( dv(y). Ist dariiberhinaus v = g, so
isth(z) = = Ja f( )dy

¢) Sind X undY unabhéngige Zufallsvariablen, so hat X + Y die Verteilung
P X4y = Px * Py.

d) x ist eine assoziative und kommutative Verkniipfung auf VW mit neutralem Element ;.

Beweis: Ubung.




Kapitel 10

Malfe auf unendlichen
Produktraumen

In diesem Kapitel zeigen wir zunéchst, dass Wahrscheinlichkeitsmafle auf unendlichen Pro-
duktrdumen durch Festlegung ihrer Werte auf Zylindermengen definiert werden konnen. Das
versetzt uns in die Lage, die Ergebnisse aus Kapitel 9 auf einfache Weise auf den Fall unendlich
vieler Faktoren zu iibertragen.

Notation: Der allgemeinen Konvention folgend schreiben wir zur Vereinfachung der Notation
BT statt B®T .

10.1 Definition (Vertrigliches System von Verteilungen) Bezeichne £(T') die Familie al-
ler endlichen Teilmengen der Indexmenge T'. Ein System (fi7) 1eg(r) von Wahrscheinlichkeits-
maBen auf (R’, BY) heiBt vertriglich (oder projektiv), falls

py=pro(xh)™ firalle J C T e &(T).

10.2 Bemerkung (Marginalverteilungen) Sei v ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (R”', BT).

Setze vy :=vo (rF) "L fiir I € E(T).Ist J C I, so folgt aus 7} = 7l o 7T, dass (V1) 1ee(r)

vertriglich ist. Die vy mit I € £(T') heiBen endlich-dimensionale Marginalverteilungen von v.

Der folgende Satz ist die Umkehrung dieser Bemerkung:

10.3 Satz (Existenzsatz von Kolmogorov)

Sei (p11)reg(r) ein vertrigliches System von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (RE, B, (I €
E(T)). Dann gibt es genau ein WahrscheinlichkeitsmaB i auf (R”, BT) zu dem die p1; die
Randverteilungen sind, d.h. fiir das gilt

,ulz,uo(wrf)il firalle I € £(T). *)

Beweis:  Wir betrachten die Algebra Ao := Ujce(p) 77 1(BT), die den Halbring Z der Zy-
lindermengen in (R”', BT) enthilt und daher die Produkt-o-Algebra B erzeugt. Jedes Wahr-
scheinlichkeitsmaf y auf (R”, BT) ist wegen Satz 2.19 durch die Bedingung (*) eindeutig
bestimmt, denn (*) legt die Werte von p auf Z fest. Also gibt es hochstens ein solches MaB.
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Wir wenden uns der Existenz zu: Fiir B = 71, '(A) mit A € B und I € £(T) setze

u(B) = ui(A).

Wir zeigen, dass p auf Ay dadurch eindeutig definiert ist: Hat B auBlerdem die Darstellung
B =7}, (A"), sosetze J = I U I’ und beachte

7t (7)) 7 () = 77 (4) = B =) = 77t (=) ()
Da 7 surjektiv ist, folgt daraus (F]J)_l (A) = (71}7,)_1 (A, so dass

pur(A) " g ()7 A) = g (1) 7 () = (),

d.h. p(B) ist eindeutig definiert.
Seien nun B = 7;'(A), B’ = 7;,'(A’) und B N B’ = (). Wegen der vorhergehenden
Uberlegung kann man 0.B.d.A. I = I’ annehmen, so dass insbesondere A N A’ = (). Daher ist

WBUB') = i (r7 (AU A)) = ur(AUA) = g (A) + pr(A) = u(B) + (B,

d.h. p ist additiv auf der Algebra A, die ja insbesondere selbst ein Halbring ist.

Um den Fortsetzungssatz 2.26 anwenden zu konnen, der die Fortsetzbarkeit von  zu einem
WahrscheinlichkeitsmaB auf B7 garantiert, miissen wir noch die o-Subadditivitiit von  auf Ay
nachweisen. Seien also B = 7, '(A) € A und B,, = 7rI_nl (A,) € Ay, B C U2 | By Setze
Jy i =1U UnN:1 I, fir N > 1und J C T eine abzihlbar unendliche Indexmenge, die alle Jx
enthlt. Ist 7 abzihlbar, so kann man einfach J = T wihlen, sonst nimmt man J := [J3_; Jn.
Wir geben hier den Beweis nur fiir / = 7', den nur von dere Notation her etwas aufwindigeren
Beweis fiir allgemeines 7" findet man in Anhang C.

Zunichst ist

;1 (A)=BC D B, = D T (An) -
n=1 n=1

Sei € > 0. Aus der Regularitit der WahrscheinlichkeitsmaBe pi7, auf R’» und p;, auf R7»
(Bemerkung 2.30) folgt, dass es kompakte Teilmengen K,, C (71}7" )~1(A) und offene Mengen
G, 2O A, derart gibt, dass

g, () LA\ K,) < 27" und  pr, (Go \ Ap) < 27"

Fiirm > 0 sei K™ := (" (77™) " K,, € Ky, C (77™)7(A). Dann ist K™ kompakt und

o, () TANK™) = (U ()t AN <w5::>—1f<n>

n=1

<3 (e AN ()UK
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und
(7)) K™ = () (7,) " K € ( U (71,)” U (7r,)” G
TLZ]. n=1 n=1

Am Ende des Beweises werden wir zeigen, dass die K" eine gewisse Kompaktheitseigenschaft
haben: Aus (*) folgt

M M
dM >0: (ﬂ-JM)ilKM - U(ﬂ-fn)il(Gn) = (ﬂ-JM)il (U( JM) G ) (**)

n=1

Da 7 ;,, surjektiv ist, folgt daraus

Da 1, ein MaB auf B/M ist, folgt

w(B) = K <( JM) IA) < Wy (KM) te< ZMJM < ﬂ-I 1) 'a )

tllﬁs

Zmn n)+277 )—I—e

3
Il
_

e

w(Bp) + 2€.

Il
—

n

Im Limes e — 0 erhilt man die o-Subadditivitit von p auf Z.
Es bleibt zu zeigen, dass (**) aus (¥) folgt. Angenommen (**) ist falsch. Dann gibt es zu
jedem m > 0 einen Punkt

& € (1) K™\ | (m1,) 71 (Gn) CRT (*5%)

n=1
Insbesondere ist firm > M > 0

_ _Jm Im grm —1/_Jm\—1 _ M
Ty Tm = Ty (T, Tm) € 7 K™ C ﬂ?TJM<7TJM (M)~ Kn)—K .

Da K™ kompakt ist, hat (7, T )m>Mm eine in K M konvergente Teilfolge, und durch Diago-
nalisierung erhilt man eine Teilfolge (xy;);>0 derart, dass

yy = lim 7wy, (2m;) € KM c R/™  fiir jedes M > 0 existiert.
j—00

Sei M’ > M. Dann ist

Jasr . T .
71-(]11\\; (yM,) = ]li{go 71-Jﬁ T g (xmg) = ]liglo T Iy (xmj) =Ym
und es gibt einen Punkt y € RT derart, dass 7 1Y) = yur € KM fiir alle M > 0. Es folgt
aus (*), dass

AN >0: 7I'I (yN)_ﬂ'}]N(ﬂ'JNy)—W]N( ) €GN .
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Da Gy offen ist und da W}IIJVV (yn) = lim;j 00 W}]JJVV (TIn T, ) = My o0 Ty Ty St T (Tm;) €
Gy fiir alle hinreichend groBen j. Fiir m; > N steht das aber im Widerspruch zur Wahl von
Ty in (FFF). O

10.4 Bemerkung (Satz von Kolmogorov fiir polnische Riume) Der Satz von Kolmogorov
bleibt richtig, wenn (R, B) durch einen beliebigen polnischen Raum X mit Borel-o-Algebra
B ersetzt wird. (X heifit polnisch, wenn X ein topologischer Raum mit abzihlbarer Basis ist,

dessen Topologie durch eine vollstindige Metrik definiert wird.) Insbesondere ist auch (R, B)
polnisch. Als Metrik kann d(x,y) = |arctan(z) — arctan(y)| dienen, wobei arctan(+o0) =
+7.

2

Nun suchen wir, wie eingangs angekiindigt, den Anschluss an Kapitel 9. Zunichst be-
trachten wir eine Familie (y;) von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (R, B'). Zu I € £(T) sei
pr = @;er i ein Produktmall wie in Bemerkung 9.8a. Die Vertriglichkeit des Systems
(11) reg(r) folgt sofort aus dem Satz von Fubini. Daher erhalten wir als Korollar zum Satz
von Kolmogorov:

10.5 Korollar (Existenz und Eindeutigkeit von ProduktmafBien — unendlich viele Faktoren)

Sei (2, A) = (R”,B"). Dann gibt es genau ein WahrscheinlichkeitsmaB 1 = @, i auf

(2, A) derart, dass
A ) = i(Ai
u(x 4) =TTt

€T

wenn A; € B! (i € T) und A; # R fiir héchstens endlich viele i.

10.6 Korollar (Existenz von unabhiingigen Prozessen) Ist P = X, ; eine Produktwahr-
scheinlichkeit auf Q = R” und sind f; : R — R B'-messbar, so sind die Zufallsvariablen
X; := fiom : Q — R unabhingig und Px, = p;o f; * (i € T).

Beweis:  Esist Py,(A) = P(m; *(f; 'A)) = wi(f; ' A). Zum Beweis der Unabhingigkeit
kann man 0.B.d.A. annehmen, dass 7" endlich ist (Satz 4.6a). Aber dann ist

P <ﬂ{Xi € Ai}) =P (ﬂ wil(filAi)> =P (é(TfilAi>

€T €T

= [[w(ia) =] Pixie A}

€T €T

10.7 Satz (Produktverteilungen und Unabhiingigkeit)
Seien (X;);er Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P). Der Prozess
(X,)ier ist unabhingig genau dann, wenn

Py = () Px,

i€T

wo X : Q) — RT, X(w) = (X;(w))ier-
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Beweis:  (X;);er ist unabhingig genau dann, wenn (X;);cs fiir alle I € £(T') unabhingig
ist (Satz 4.6a und Definition 4.8). Das ist dquivalent zu Pr,ox = Xier Py, fir I € £(T) (Satz
9.9),undda Py, ox = Py o 771?1, ist das dquivalent zu Py = X;er Py;. O



Kapitel 11

Zerlegungssiitze fiir MabBe,
Satz von Radon-Nikodym

Seien p und v zwei o-endliche MaBe auf dem messbaren Raum (€2, .4). Ziel dieses Kapitels
ist es, zu charakterisieren, wann es eine Dichte h gibt, so dass v = hpu.

Zunichst wiederholen wir ein paar einfache Tatsachen aus vorangegangenen Kapiteln. Sei
(€, .A) ein messbarer Raum.

> Isth : Q — [0, +00] A-messbar, so wird durch v(A) := [, hdu (A € A) ein Ma auf A
definiert. v ist endlich genau dann, wenn h € L‘L. (Korollar 6.3) Man sagt: v hat Dichte h
bzgl. p, kurz:

> Ist v = hp, so gilt fiir messbare f : Q — [0, +00]

/fdz/—/fhdu )

Fiir beliebige messbare f :  — R gilt daher: f € L] <= fh € L., und fiir jedes
f € L} gilt (*) ebenfalls. (Diese Aussagen wurden nicht explizit als Satz bewiesen, folgen
aber leicht durch “algebraische Induktion”, vergl. den Beweis zu Satz 5.19.

> Beispiele sind u.a.:

a) Normalverteilung auf R: p Lebesgue-MaR auf R, h(z) = \/;7 exp (— (x;£)2>,

meR, 0% >0.
b) Exponentialverteilung auf [0, c0): 1 Lebesgue-Maf auf [0, 00), h(z) = ae™ ", a >
0.

In den uns interessierenden Fillen bestimmt ein Mal} seine Dichte eindeutig (so es iiberhaupt
eine hat).

11.1 Satz (Eindeutigkeit der Dichte)

Seien p, v o-endlich. Hat v sowohl Dichte hy als auch Dichte ho bzgl. i, so ist hy = ho p-f.s.

4 nur p-f.s. eindeutig definiert.

Also ist die messbare Funktion dn
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Beweis:  Da p und v (und damit auch p + v) o-endlich sind, gibt es 4, € A mit 2 =
UoZy Ay und p(Ay) + v(A,) < cco. Es reicht zu zeigen, dass hy = hg p-f.s. sicher auf jedem
A,,. Sei daher By, := A, N {h1 > ho}. Danniist [1p, - (h1 — ho) dp = v(B,) — v(B,) =0
und da 1, - (h1 — ha) > 0, folgt hy — hy = 0 p-f.s. auf B,,, siehe Satz 5.4a. Alsoist by < ho
u-f.s. auf A,, und durch Vertauschung der Rollen von hq und hq folgt by = ho u-f.s. auf A,.
O
Ist v = hpu, so gilt
Aec A, u(A)=0 = v(A)=0

Dadurch motiviert definiert man
11.2 Definition (Absolut stetig) Sind i, v zwei Malle auf (2, A) und gilt
Ae A u(A)=0 = v(4) =0,

so heift v absolut stetig bzgl. p, kurz: v < p. Man sagt . und v sind dquivalent, kurz 4 =~ v,
falls p < vundv < p.

11.3 Bemerkung Aus dieser Definition folgt sofort: Hat v Dichte bzgl. u, so ist v < pu.
Wichtigstes Ergebnis dieses Kapitels wird sein, dass fiir o-endliche Mafle auch die Umkehrung
davon gilt (Satz von Radon-Nikodym).

In vielen Fillen lésst sich Absolutstetigkeit durch ein e-d-Kriterium charakterisieren.

11.4 Satz (e-6-Kriterium)
Seien p, v MaBe auf (2, A). Gilt

Ve>030 >0VAec A: u(4) <d = v(A) <e, (¥%)

so ist v < p. Ist v ein endliches MaB, so gilt auch die Umkehrung.

Beweis:
“=” Sei A € Amit u(A) = 0. Wegen (**) ist v(A) < e fiir jedes € > 0 und daher v(A) = 0.

“«” Sei v endlich. Angenommen (**) ist falsch. Dann gibt es ein ¢ > 0 und eine Folge
von A, € A (n € N) mit p(A,) < 27" aber v(A,) > e fur alle n. Betrachte A :=
limsup,, o An = oZ1 Ugsy, Ak Dann ist

w(A) < lim p UA"C <hmz;¢Ak <hm22_

n—oo
k>n k>n k>n
aber aus Satz 2.10 folgt
v endlich li
= > >
v(A) n_mo kg Ay mf v(A,) >€e>0
n

im Widerspruch zu v < p.
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11.5 Beispiel Die Aquivalenz im vorhergehenden Satz gilt ohne die Endlichkeitsannahme an
v nicht. Beispiel: Ubung

11.6 Definition (c-additive Mengenfunktion, signiertes Ma}) Sei (£, .4) ein messbarer Raum.
Eine o-additive Mengenfunktion ¢ : A — R heilt signiertes MaB.

11.7 Bemerkungen
a) Ist o ein signiertes MaB, so ist ¢ () = 0, denn aus der Additivitit folgt () = @(0)+ (D).

b) Eine o-additive Mengenfunktion ist in der Regel nicht o-subadditiv.

c) Dap(A) € R, also [p(A)| < oo fiiralle A € A, ist limy, 00 > ooy (Ak) = ©(Urey Ak)
konvergent, also lim, o0 > ;~,, ¥(Ar) = 0 fiir paarweise disjunkte A,,. In diesem Sinn
ist auch die Konvergenz in Punkt ii) der obigen Definition zu verstehen.Aus Korollar 11.11
folgt dann allerdings spiter die absolute Konvergenz.

11.8 Beispiel Sind i, v endliche MaBe auf (€2, .4), so ist ¢ = p — v ein signiertes MaB. Wir
werden zeigen, dass jedes signierte Maf} so darstellbar ist.

11.9 Satz (Zerlegungssatz von Hahn)
Sei ¢ : A — R ein signiertes MaB. Dann gibt es disjunkte Mengen QT,Q~ € A, QT UQ™ =
2, sodass o(E) > 0 firalle E C QT, E € A, und p(E) <0 fiiralle EC Q™ , F € A.

Beweis:  Sei a := sup{p(A4) : A € A}. Wir werden zeigen, dass es ein Q7 € A mit
©(27) = a gibt. Dann ist « € Rund fiir £ C QF, £ € A, gilt

a> Q" \E)=¢((Q") - p(E) =a—¢(E),
also p(E) > 0.Fir EC Q™ :=Q\ QF, F € A, gilt
o> GO UE) = p(2F) + 9(B) = a + ¢(E)

also p(F) <0.

Wir zeigen nun die Existenz von Q* € A mit o(Q1) = . Wiihle 4,, € Amit p(A4,) = «
und setze A = |J;2; An. Da ¢ auch negative Werte annehmen kann, besteht das Problem
darin, dass die A,, auch fiir groe n noch “Inseln negativer Masse” enthalten konnen. So kann
man nicht, wie im Fall eines MaBes schlieBen, dass ¢(A) > lim, . ¢(A,) = «. Deshalb
miissen wir genauer in die A, ,hineinschauen”. Beispiel: QO = 7.\ {0}, ¢({z}) = J5. Dann ist
offensichtlich Q* =N, Q™ = —Nunda = ¢(N) = 3", k—lg) Betrachte nun A,, := NU{—n}
firn=1,2,....Esgilt p(4,) = a — % — a,aber A =, ey An = Z = Q.

Fiir jedes n betrachte die Mengenfamilie P, := {(;_, A} : A} = Ay oder A} = A\ A;}.
Diese Mengen bilden eine messbare Partition von A, d.h. P,, C Aund A = [ Pep, P. (Einige
der Mengen konnen auch leer sein.) Setze

Cp = U P.
PePnp, o(P)>0
DaA,=A,NA=Upep, , An NP ist, folgt
p(An) = D eAnnP)= Y eP)< D oP)=¢p(Ch).

P'ePn_1 PePp,PCA P€Pn,p(P)>0
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Betrachte fiir m < n die Mengen £}, = Cp, U --- U (). Da jedes P € P,, in genau
einem Q € P,_ enthalten ist, ist fir m < n die Menge E” \ E"~! disjunkte Vereinigung
von Mengen P € P, mit p(P) > 0, also p(E", \ E*~1) > 0. Fiir E,,, := | C, gilt dann

n>m
E" /' Ey, (n — o0) und
P(Am) < 0(Cm) = 9(ER) < @(EF) + > @(ER\Ep)
n=m-+1
=¢ <E$U U (E%\E%1)> =o| U EL| =eEBn).
n=m+1 n>m
Setze Ot = (°_, Eyy,, also Ep, \, Q7. Dann ist
P(Em) = [ Q70 | Ba\ Enn1) | = 0@+ @(En\Eni1) = (@) (m — o)
n>m n>m
Also:
_ % : _ +
a= lim ¢(Ay) < lim ¢(En) = @(Q7),
was zu zeigen war. O

Der Satz von Hahn fiihrt direkt zur Zerlegung eines signierten Malles in einen positiven
und einen negativen Teil, die singuldr zu einander sind.

11.10 Definition (Singularitit von MaBlen) Zwei MaBe y und v auf A sind singuldr zueinan-
der, kurz p L v, fallsesein A € Amit u(A) =0=v(Q2\ A) gibt.

11.11 Korollar (Zerlegungssatz von Jordan) Sei ¢ ein signiertes Mal3 auf (2, A). Dann gibt
es endliche MaBe ¢ und ¢~ auf A mit p = ¢ — = und T L p~.

Beweis:  Sei = QT U Q~ die Zerlegung aus dem Hahn’schen Satz. Setze ¢ (A) =
P(ANQT), p (A) = —p(ANQ7). O

Zur Vorbereitung des wichtigsten Satzes dieses Kapitels, des Satzes von Radon-Nikodym,
bendtigen wir noch eine Konsequenz aus dem Hahnschen Zerlegungssatz.

11.12 Lemma Seien p, v endliche MaBe auf (2, A) mit v(Q) > 0 und v < p. Dann gibt es
ein A € Amitu(A) > 0undein N > 0 derart, dass

wE)< N -v(FE) firalle ECA, Eec A

Beweis:  Sei Q = Qf W Q, eine Hahn-Zerlegung zum signierten MaB (v — %u) Setze
M :=,50 Q- Da M C Q fiiralle n, ist (v — L) (M) <0, dh. v(M) < Lp(M) fiir alle
n und daher v(M) = 0, also v (U, 2}) = v(Q\ M) = v(Q) > 0. Es gibt also ein N > 0
mit v(QF) > 0, und da v < p, ist auch p(2%) > 0. Mit A = QF; ist dann p(A) > 0 und
(v—N"1u)(E) >0firalle EC A, FE € A O

11.13 Satz (Satz von Radon-Nikodym)

Sei (92, A, i) o-endlich und sei v ein weiteres o - end]iches Map auf (2, A). Dann hat v Dichte
bzgl. 1w genau dann, wenn v < p. Ist das der Fall, so 1st A messbar und u-f.s. endlich. d”
heiBt auch die Radon-Nikodym-Ableitung. von v nach ,u
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Beweis:  “="ist Bemerkung 11.3.
“«<=": Wir betrachten zunéchst den Spezialfall, dass ¢ und v endliche Malle sind. Unser erstes
Ziel ist es, ein maximales Element in der Familie

G:= {g : Q — [0, 00]|g A-messbar, / gdu <v(A)VA e A} )
A
zu konstruieren. Von dem zeigen wir dann, dass es die gesuchte Dichte von v ist.
Natiirlich ist g = 0 € G, also G # (). Wir zeigen:

91,92 € G = max{gi,p}€G. (*)
Setze dazu E = {g1 > g2}. Danniist fir A € A

/ max{gl,gg}du:/ g1 du—f—/ gdu <v(ANE)+v(A\E)=v(A).
A ANE A\E

Sei nun « := sup{ [ gdu : g € G}. Wir konstruieren ein f € G mit [ fdu = ~. Wihle
dazu g,, € G mit [ g, du — ~y und setze f,, := max{gi,...,gn}. Wegen (*) ist f,, € G fiir alle
n,undesist 0 < f; < fo <.... Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt daher fiir

[ =sup, fn:
/fdu—sup/fnd,ugu(A) VAe A
A n JA

/fduzsup/fnduZsup/gndMZV-

Alsoist f € Gund [ fdu =~ <v(Q) < 0.
Definiere nun v durch

und

v(B) I—I/<B)—/deu20.

U ist als Differenz zweier endlicher Malle o-additiv, also wegen der Positivitét selbst ein Mal.
AuBlerdem ist 7 < pu, dajav < p. Zu zeigen: v = 0.

Wire das nicht der Fall, dann gébe es wegen des nachfolgenden Lemmas 11.12 eine Menge
A € Amit u(A) > 0undein N > 0 derart, dass u(E) < N -0(E)VE € A, E C A. Also
wire fiir alle B € A

[N du= [ faps NuE0a) < [ fdpsomna
B B B
S/fdquﬁ(B):V(B%
B

dh. (f+ N7114) € G, im Widerspruch zu [(f + N~'14)du = v+ N~ 'pu(A) > ~. Daher
ist # = 0 und der Satz ist fiir endliche p und v bewiesen.

Um daraus die Aussage fiir o-endliche 1 und v herzuleiten, benutzen wir die folgende
Charakterisierung der o-Endlichkeit (Ubung!): Es gibt strikt positive f € £, und g € L},. Sei
i = fu, » = gv. i und » sind endliche Mafie auf (€2, .4) mit i < 7. Aus dem ersten Teil des
Beweises folgt:

. dv _  dv
QV:V:dfﬂM:dffﬂv
also
dv f dv
g T



Kapitel 12

Bedingte Erwartung

Wir beginnen dieses Kapitel mit einer Diskussion des Begriffs der bedingten Wahrscheinlich-
keit, die sich an die Vorstellungen der elementaren Stochastik anlehnt.

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A, B € A. Die bedingte Wahrscheinlichkeit
von A gegeben B ist P(A|B) = “H58) Tst O hochstens abzihlbar und P({w}) > 0 fiir
jedes w € €, so kann man auf diese Weise die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(A|w) :=
P(A|{w}) definieren. Ist aber P({w}) = O fiir jedes w € €2, so muss man dazu etwas weniger
naiv vorgehen. Wir illustrieren eine solche Vorgehensweise zunichst im Rahmen der elemen-

taren Stochastik.

12.1 Beispiel Sei § = (B; : i € I) eine endliche oder abzihlbare Partition von €2 in messbare
Mengen positiven MaBes, F = o (). (F ist die o-Algebra aller Mengen, die sich als Vereini-
gung von Mengen B; darstellen lassen.) Dann definieren wir fiir A € A

PA|F](w) =) 1p,(w) - P(A|B) .
i€l
P[A|F] ist also eine F-messbare Funktion. Sie nimmt auf B; den Wert P(A|B;) an und
zeichnet sich durch folgende Eigenschaft aus: Fiir alle B € F ist

/ P[A|F]dP =) P(A|B) / 1p,dP =Y P(A|B;) P(BN B;)
B iel B icl 0 odor =
=0 oder =P(B;)
= Y P(AB)P(B)= Y  P(ANB;)=PANB)
i€l,B;CB i€l,B;CB
:/ 14dP = (14P)(B) .
B
Da B € F, folgt
| PLAIF1dR, = (1aP)#(B).
Mit den Bezeichnungen des letzten Kapitels ist daher:
d((14P)5)
d(Pir)
eine Radon-Nikodym-Ableitung iiber dem messbaren Raum (2, 7). Damit ist P[A’]—'] (w)

zwar nur noch fiir P-f.a. w eindeutig definiert, aber dafiir kann man diese Vorgehensweise
auf sehr allgemeine Wahrscheinlichkeitsrdume iibertragen. Das ist das Ziel dieses Kapitels.

P[A|F] =
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Sei nun F eine Teil-o-Algebra von A. Beachte, dass fiir messbares f : @ — R gilt:
(f P)ir < Pr.

12.2 Definition (Bedingte Wahrscheinlichkeit, bedingte Erwartung)
a) Sei A € A. Die F-messbare Funktion

d((1a P)7)
d(Pr)

heiBt bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben F.

P[A‘}_] =

b) Sei0 < f € LL. Die F-messbare Funktion

d((f P)r)

Bl = d(Pr)

heiBt bedingte Erwartung von f gegeben F.

¢ Sei f=ft— [~ € L}. Setze E[f|F]| := E[f|F] — E[f~|F].
Wenn nétig schreibt man zur Verdeutlichung auch Ep|f | F].

12.3 Bemerkungen
a) P[A|F] = E[14|F].

b) P[0|F] = 0und P[Q|F] =1.

c) 0 < E] fi‘]: ] ist P-f.s. definiert und endlich, da f*P ein endliches Ma8 ist (Satz von
Radon-Nikodym).

12.4 Lemma (Charakterisierung bedingter Erwartungen und bedingter Wahrscheinlichkeiten)

Seien f,q € LL, g sei F-messbar. Dann gilt:

a) Istg-E[f|F] € L}, soist [ g- E[f|F|dP = [ gf dP. Aquivalent dazu: E[g- E[f|F]] =
Elgf]. Insbesondere ist [, E[f|F|dP = [, f dP fiiralle B € F.

b) Es gilt [, gdP E; [ f dP fiir alle B € F genau dann, wenn g %; E[f|F).

¢) Ist C ein N-stabiler Erzeuger von F, Q € C, und ist [, gdP = [ f dP fiir alle C € C, so
istg = E[f|F].

Beachte: Alle Gleichungen und Ungleichungen, die bedingte Erwartungen (oder bedingte Wahr-
scheinlichkeiten) involvieren, konnen immer nur fast sicher verstanden werden, da Radon-
Nikodym-Ableitungen nur fast sicher festgelegt sind! Wollen wir eine bedingte Erwartung oder
Wahrscheinlichkeit als iiberall definiert verstehen, so wihlen wir eine Version davon. Die ist
dann messbar bzgl. der o-Algebra, auf die bedingt wird.
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Beweis:

a) Da g F-messbar ist, ist
[oruRar = [geis|Fans = [ga(sPys) = [girr) = [osap.

b) Wir beweisen die Aquivalenz fiir “<”; fiir “>” verlduft der Beweis genau so.
“e”: Sei B € F.Dannist [, gdP < [, E[f|F]dP 2 [, f dP.
“=”: Sei h := E[f|F] — g. Dann ist h F-messbar und

a V.
/ th:/ Ef|F)dP - gdP:)/ fdP—/ gdP >0,
{h<0} {h<0} {h<0} {h<0} {h<0}

also P{h < 0} =0, d.h. ¢ < E[f|F].

¢) Man zeigt leicht: D := {C' € F : [,gdP = [ f dP} ist ein Dynkin-System. Da C C D
ein N-stabiler Erzeuger fiir F ist, folgt aus Satz 1.16, dass F = o(C) = D(C) C D. Aus
Teil b) des Lemmas folgt nun g = E[f ‘}' .

12.5 Beispiele a) 7 = A. Dann ist E[f|F] = £, da d((jgﬁf‘) =D _ ¢

b) F trivial (d.h. P(A) = 0 oder 1 fiir alle A € F). Dann ist E[f‘]-"] = FEJ[f], denn die
konstante Funktion E/[f] ist trivialerweise F-messbar, und fiir B € F gilt:

[ enar=rw) Bn={ % e = [ 1

¢) IstY € £}, unabhingig von F, so ist E[Y'|F] = E[Y], denn fiir alle B € F ist

/ Y dP = /1BYdP — E[Y]P(B) = / E[Y]dP
B B
und daraus folgt E [Y|.7:] = E[Y] nach Lemma 12.4b. (Beachte, dass das vorhergehende

Beispiel ein Spezialfall dieser Aussage ist.)

d) Sei F = o(B), 8 = (Bj]i € I) eine hochstens abzéhlbare messbare Partition von €2 mit
P(B;) > 0. Dann ist
d((14P)5)
PIA|F|= ———"">=) 1p P(A|B;
171= ", = Xt PalB)

wie in Beispiel 12.1. Allgemeiner ist in diesem Fall (Ubung!)

1
E[f|F] = fdP-1p, .
| ;P(Bz‘)/&- o
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e) Wir betrachten die R?-wertige ZV (X,Y’), wo wir X standard-normalverteilt wihlen und
Y in standard-normalverteilter Distanz um X . Genauer sei (X, Y") verteilt nach der Dichte

1 22 w—o)?
2

Sei unsere Vorinformation der Wert von X, also 7 = o(X). Dann gilt E[Y|F] = X, denn:

1) X ist F-messbar und
2) fir F = X~ Y(B) € Fgilt:

/YdP:/(lBoX)-YdP:/ 1g(z) - ydPxy)(z,y)
F

—/ () -y~ e N2z, y)

= [, 1) vy y

et (o e
:/1B(x)-deX(x):/(1BoX)-XdP:/FXdP.

12.6 Satz (Elementare Eigenschaften der bedingten Erwartung)
Fiir X, Y, X,, € £} und o, 8 € R gilt:

a) ElaX + BY|F] = a E[X|F] + BE[Y|F].

b) X <Y P-fs. = E[X|F| < E[Y|F] (Insbesondere: 0 < P[A|F] < 1)
¢) X F-messbar = E[X|F] =

d) |E[X|F]| < E[1X|| 7]

e) Istlim, ,oo X, = X P-fs.und |X,| <Y P-fs.firallen,Y € L}, so ist

lim E[X,|F] = E[X|F] P-s.

n—oo

Beweis:

a) Sei p := a E[X|F| + B E[Y|F]. ¢ ist F-messbar und fiir B € F ist

/BsodP:a/BE[X\f]dPJrﬁ/BE[Y\f]dP:a/BXdPJrﬁ/BYdP
:/B(aXJrﬁY)dP

Die Behauptung folgt aus Lemma 12.4b.

b) Fiir jedes B € Fist [ E[X|F|dP = [, XdP < [,Y dP, also nach Lemma 12.4b:

E[X|F] < E[Y|F].

c) Folgt aus Lemma 12.4b fiir f = g = X.
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d) Folgt aus Aussage b), da £X < | X]|.

e) Sei Z, := supys, |Xx — X|. Dann gilt: Z,, \, 0 P-fs.und 0 < Z,, < 2V, so dass
[ Z,dP — 0 nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz. AuBerdem ist | E[ X, |f 1—
EIX|F]| < E[Zn}]-"] wegen Aussage a) und d), und es fillt E[Zn’]-"] N Z >0 P-
f.s. wegen Aussage b). Zu zeigen ist Z = 0 P-f.s., was wegen Z > 0 dquivalent ist zu
E[Z] = 0. Das folgt aber aus [ Z dP < [ E[Z,|F|dP = [ Z,dP — 0.

12.7 Satz
Seien X € £, Y F-messbar und XY € E};. Dann ist

EXY|F|=Y - E[X|F] (*)

Beweis: Y - E[X|F] ist F-messbar und fiir B € F ist

/Y-E[X\f]dP:/1BY-E[ny]dPL'1:2'4"‘/1BYXdP:/YXdP
B ‘V"F_ N B

Die Behauptung folgt aus Lemma 12.4b. O

12.8 Satz
Seien F; C Fo Teil-o-Algebren von A, X € E}D. Dann ist

E[E[X|R]|F] = E[X|F].

Insbesondere gilt (wenn F; trivial ist): E[E[X|F1]] = E[X].

Beweis:  Die linke Seite ist F7-messbar, und fiir B € F; C Fy gilt
/ E[E[X|F]|Fi]dP = / E[X|F]dP = / X dP.
B B B
Die Behauptung folgt aus Lemma 12.4b. O

12.9 Bemerkung Sind A € A paarweise disjunkt (k > 0), so ist

> a4, ]—'] VR i Y B [1,| 7]
k=1

n—
k=1

P

G Ak‘f _E
k=1

]—'] SA26e 1 E

n—oo

n
lim E 14,
n—oo

k=1

=§Pwm

()

Da auBerdem P[)|F] = 0 und P [Q!]:] = 1 (Bemerkung 12.3b), liegt die Vermutung nahe,
dass die Abbildung A — P [A‘]-" ](w) fiir jedes (oder fiir P-fast jedes) w ein Wahrscheinlich-
keitsmaB auf A ist.

Im nichsten Abschnitt werden wir lernen, dass das in vielen (wichtigen) Féllen tatsdchlich
so ist. In voller Allgemeinheit ist diese Vermutung leider falsch, denn fiir jede Folge (A, )n>0
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paarweise disjunkter Mengen in A kann die o-Additivitit von P|. ‘]-' ](w) in (*) auf einer an-
deren Nullmenge von w’s verletzt sein, und die (iiberabzéhlbare) Vereinigung solcher Ausnah-
memengen muss keine Nullmenge sein. Ein Beispiel dafiir, das auf der Existenz nicht Borel-
messbarer Teilmengen von [0, 1] beruht, wird in [3, Problem 33.13] vorgestellt.

In der folgenden Bemerkung werden bedingte Erwartungen geometrisch als Orthogonal-
projektoren in einem Hilbertraum interpretiert.

12.10 Bemerkung (Bedingte Erwartungen als Orthogonalprojektionen) Sei wieder (2, .4, P)
ein Wahrscheinlichkeitsraum, 7 C A eine Teil-o-Algebra. Mit L% (F) bezeichnen wir die
Menge der P-Aquivalenzklassen F-messbarer, quadratintegrierbarer Funktionen f : Q — R.
Durch das Skalarprodukt (f, g) = [ fgdP wird L%(F) zu einem Hilbertraum, siehe Bemer-
kung 7.6 mit daraus abgeleiteter Norm || f||2 = (f, f)%

Da das Skalarprodukt auf L% (F) die Einschriinkung des Skalarprodukts auf dem groBeren
Raum L% (A) ist, und da der L% (F) mit seiner Norm vollstindig ist, ist er ein abgeschlossener
linearer Teilraum des L% (A).

Definiere nun

D LH(A) > Lh(A), @(f) == Elf|F].

Dann gilt
> P ist linear,

> ®(f) € LE(F) fiir alle f € L%(A) (Jensen’sche Ungleichung fiir bedingte Erwartungen
angewandt auf die konvexe Funktion ¢ — ¢%) und

> ®(f) = E[E[f|F]|F] = ®(f), also * = D,

> (Qf, f~Of) = [f(f-Df)dP = [E[Df - (f — f)|F] dP = [Qf-E [f — ®f|F| dP =
0,da ®f = E[f|F].

Also ist ® die Orthogonalprojektion auf L% (F) und f = E[f|F] + (f — E[f|F]) die ortho-
gonale Zerlegung von f bzgl. L% (F).

Zum Abschluss ist hier noch einmal zusammengefasst die Definition 12.2 und die Cha-
rakterisierung bedingter Ewartungen aus Lemma 12.4b:

1. Sei X € L. Fir X > 0ist E[X|F] := d(g(%f)

2. Fiir allgemeine X € £} ist E[X|F] := E[X T|F] — E[X | F].

3. Fir X € L} ist die Zufallsvariable Y eine Version von E[X|F] genau dann, wenn
/. pYdP = i} p X dP fiir alle Mengen B aus einem N-stabilen Erzeuger von F, der auch
Q enthilt.




Kapitel 13

Bedingte
Wahrscheinlichkeitsverteilungen

13.1 Definition (ﬁbergangskern, stochastischer Kern)  Seien (€2, A;),i = 1,2, messbare
Réume. Eine Abbildung K : Q; x Ay — [0, 1] heiBt stochastischer Kern oder Ubergangskern
von (1, A1) nach (Qq, As), falls gilt:

i) A K(wi,A) ist ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (2, As) fiir jedes w; € 1, und

i) wy — K(w1, A) ist A;-B-messbar fiir jedes A € A,.
Integration bzgl. eines MaBes K (w1,.) wird als [ f(w2) K (w1, dws) geschrieben.

13.2 Bemerkung Es reicht, ii) der Definition fiir alle Mengen A aus einem N-stabilen Erzeuger
C von As mit Q5 € C zu fordern, denn

D:={A€ Ay:w — K(wi,A) ist Aj-B-messbar}
ist ein Dynkin-System (Ubung!) und C C D, also D = A; nach Satz 1.16.
13.3 Beispiele a) Q; = Z, Q9 = Z. Gegeben sei k : Z X Z — [0, 1] mit
Ve eZ: Zk(m,y) =1.
yEL

Fir z € Zund A C Z setze

K(z,A) =) k(z,y) .

yeA
Ein einfaches Beispiel ist k(z,z — 1) = k(2,2 + 1) = £, k(z,y) = 0 sonst. Es beschreibt
die Ubergiinge einer einfachen symmetrischen Irrfahrt auf Z.

b) O =R, Oy =Rmit A = B' = A,. Firz € Rund A € B! setze

1 y—x)?
K(ZU,A):\/%/AE_( 2) dy

oder allgemeiner fiir jedes ¢t > 0:

1 =)
Kt(x,A):\/% Ae 3 dy

Letzteres beschreibt die Uberginge einer Brownschen Bewegung in einem Zeitraum der
Lénge ¢.
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c) K(z,A) = nu(A) fiir ein gegebenes WahrscheinlichkeitsmaB p auf (2, .45). In diesem Fall
hingt die Verteilung des ,,neuen” Zustands wo nicht vom ,,aktuellen” Zustand w; ab.

Ein WahrscheinlichkeitsmaB P auf (€21, .4;) und ein stochastischer Kern K von (€21, .A;) nach
(Q2, A2) bestimmen eine Art ,,schiefes” ProduktmaB auf (21 x Qs,.4; ® A2):

13.4 Satz (ProduktmaBe mit Ubergangskern)

Seien (£2;, A;) messbare Riume (i = 1,2), sei P ein Wahrscheinlichkeitsmal3 auf (2, .A;)
und K ein stochastischer Kern von (£21,.A1) nach (Qg2,.A2). Dann gibt es genau ein Wahr-
scheinlichkeitsmaB P @ K auf (21 x Q9, A1 ® A3), so dass fiir alle A x B € Z(A;,.Az)
gilt

(P®K)(A X B) = /AK(wl,B) dP(wl) = /g; 1A(w1)K(w1,B) dP(wl) . ©)

Beweis:  Z(Aj,As) ist ein Halbring, der die o-Algebra A; ® Ay erzeugt (Definition 8.4).
Also gibt es hochstens ein Wahrscheinlichkeitsmalf3, das (*) erfiillt.

Wegen Satz 2.26 ist fiir die Existenz nur zu zeigen, dass durch (*) eine positive und o-
additive Mengenfunktion auf Z(.A;,.42) definiert wird. Die Positivitit ist klar. Seien daher
A, X By € Z(A1, A2) (n € N) so, dass auch A x B := )2 | A, x B, € Z(A;, A2). Dann
ist fiir jedes w1 € A und jedes wo € o:

1p(w2) = laxp(wi,w2) = Z 14, (w1) - 1p,(w2),

n=1

also

Kw,B) =K |w, ) Bu|= >  Kw,By)=> 1a,(w1)K(wr1,By),
neN,wi €A, neN,wi €A, neN

und da A,, C A fiir alle n € N, folgt mit Satz 6.1b

(P K)(Ax B) = /1A(w1) 3 L, (wi) K (w1, By) dP(w1)
neN

-y / L, (@) K (w1, By) dP(w1)

neN

=Y (P®K)(An X By) .
neN

a
13.5 Bemerkung Fir A € A ist P(A) = f 1A(w1) K(wl, Qg) dP(wl) = (P®K)(A X QQ)

13.6 Bemerkung Ein stochastischer Kern K erzeugt lineare Abbildungen auf Rdumen von
Funktionen und MaBen auf (€2;,.4;) und (€2, As), dhnlich wie eine reelle d x d-Matrix eine
lineare Abbildung und auch ihre adjungierte erzeugt:
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Bezeichne M(€2;, A;) den Raum aller signierten MaBe v auf (€2;,.4;) und mby(Q;, A;)
den Raum aller beschriankten messbaren Funktionen f : {2; — R. Dann haben wir die linearen
Abbildungen

M1, AL = M(Qa, As), v s vE mit (WK )(As) i= | K(wr, As) dv(wn)
951

mby(Q2, A2) — mby (1, A1), fr— Kfmit(Kf)(w):= ; f(w2) K(w1,dws) .

(Man definiert sie zunichst fiir endliche MaBe v, dann gemiiB v = v — v~ (Korollar 11.11)
fiir beliebige signierte Maf3e.) Sie erfiillen folgende Dualititsrelation:

Kfdv= fd(vK) .
(951 Qo

Fir f = 1p, B € As, gilt das, weil

o Klpdv = /Ql (/92 15(w2) K(wl,dw2)> dv(wg) = o K(wy, B) dv(wy)
= (Z/K)(B) :/ 1p d(VK) .
Qo

Fiir beliebige f € mby(Q22, A2) wendet man nun algebraische Induktion an.

13.7 Bemerkung Seien P, K und P ® K wie in Satz 13.4 und sei 7; LA C Al ® Ay die
von der Projektion auf die erste Koordinate erzeugte o-Algebra auf 21 x 5. Dann ist fiir jedes
B e ./42

(PRK)[QxB | 7 (A1)](wi,ws) = K(wy, B) fiir P-f.a. w; € Q; und beliebige wy € Q.

Das gilt, weil (wy,ws) — K (wy, B) bzgl. 7 * (A1) messbar ist und weil fiir jedes A x Qg €
T (A gilt:

/ 1Q1><B d(P@K)(wl,WQ) = (P®K)(A X B) = /K(wl,B) dP(wl)
AXSQ9 A

= / 1A(w1)K(w1, B) dP(wl)
951

®) / La(w) K (w1, B) d(P ® K)(w1,ws)

Q1 XQQ

- / K(wr, B)d(P ® K)(wi,w2)
AXQQ
wobei die Gleichung (*) ein Spezialfall (mit f(w;) = 1a(w;) K (wy, B)) der fiir beliebige
f € mby(£21,.A;) giiltigen Identitit

[endp@) = [ fen)d@e.e)
1971

Ql XQQ
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ist: Wegen Bemerkung 13.5ist (P ® K) o ﬂfl = P, also

/f(wl)dP(wl)— / f(m1 (w1, w2)) d(PRK) (w1, ws) = / f(w1) d(P®K)(wi,ws)
Q1

Q1 xQ02 Q1 xQ2

13.8 Definition (Regulire bedingte Wahrscheinlichkeit, bedingte Verteilung) Sei (2, .4, P)
ein Wahrscheinlichkeitsraum, F C A eine Teil-o-Algebra.

a) Ein stochastischer Kern K r von (€2, F) nach (€2, A) heiBt eine regulire bedingte Wahrschein-
lichkeit bzgl. F, falls gilt:

Fiir jedes A € A istw — Kr(w, A) eine Version von P[A | F).

b) Sei X eine reellwertige Zufallsvariable auf (2, A, P). Ein stochastischer Kern Px|r von
(9, F) nach (R, B) heiBt bedingte Verteilung von X bzgl. F, falls gilt:

Fiiir jedes B € B! istw Pxr(w, B) eine Version von P[{X € B} | F|.

Ist F = o(Y) fiir eine weitere Zufallsvariable Y auf (2, A, P), so schreibt man auch
Pxy (w, B) oder, mit Argumenten B € B'undy € R,

Px|y:y(B) = PX|Y(w, B) WObCiy = Y(W)

Da Px/y bzgl. o(Y') messbar ist, hingt das tatsichlich nur vony =Y (w) ab.

(Genauer: Da w — Px|y(w, B) bzgl. o(Y')-messbar ist, gibt es fiir jedes B € B! eine
B! — B'-messbare Funktion hp : R — R derart, dass Pyy(w, B) = hp(Y (w)) fiir alle
w € Q (Ubung!). Man setzt dann Px |y, (B) := hp(y).)

13.9 Bemerkung Ist K » wie in Definition 13.8a) und ist X eine Zufallsvariable wie in Teil b)
der Definition, so ist (w, A) — Kz (w, X 1(A)) eine bedingte Verteilung von X.

13.10 Satz (Existenz bedingter Verteilungen)
Sei X eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) und F eine Teil-o-
Algebra von A. Dann hat X eine bedingte Verteilung Px|r.

Beweis:  Fiir r € Q sei F(.,r) eine Version von P[{X < r}|F] = E[l{x<, | F), ins-
besondere ist w +— F'(w,r) F-messbar. Fiir r < s ist Iix<ry < l{x<s), also gibt es wegen
Lemma 12.4b eine P-Nullmenge A, ¢ mit

Flw,r) < F(w,s) Ywé&A, ;.

Wegen Satz 12.6e gibt es auferdem P-Nullmengen B, (r € Q) und C derart, dass

1
lim F(w,7+ —) = F(w,r) Yw¢ B, und

n—o00 n
nh_g)loF(w,—n):O, JLI&F(W’n):l Yw ¢ C.

N = U, seq Ar,s YU, eq Br U C isteine P-Nullmenge. Da die F'( ., ) alle F-messbar sind,
gehoren auch all diese Ausnahmemengen zu F. Insbesondere N € F. Firw € Q\ N und
z € Rist

F(w,z):=inf{F(w,r): 7€ Q,r >z}
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wohl definiert. Man priift leicht nach, dass F'(w, .) eine Verteilungsfunktion ist (Ubung!). Fiir
w € N setze F(w, z) := Fy(z), wo Fp eine beliebige fest gewiéhlte Verteilungsfunktion ist.
Dann ist z — F(w, 2z) fiir jedes w € 2 eine Verteilungsfunktion. Das durch sie bestimmte
WahrscheinlichkeitsmaB auf B! werde mit Py r(w, . ) bezeichnet.

Fiir B = (—o0, 7], 7 € Q, ist

Py r(w, B) = F(w,r) = P{X < r}|F)(w) - loww (@) + Fo(r) - Ly (w)

als Funktion von w F-messbar. Wegen Bemerkung 13.2 ist dann w +— K r(w, B) fiir alle
B € B! F-messbar, d.h. PX| F ist ein stochastischer Kern.
Betrachte nun ein F' € F. Fiir B = (—oo, 7], 7 € Q, ist

/ Px|7(w, B) dP(w) = / P{X <r}|FldP=P(X '(B)NF).
F F

Da beide Seiten dieser Gleichung (als Funktion von B) ein endliches Maf auf 3! beschreiben,
folgt aus dem Eindeutigkeitssatz 2.19, dass diese Gleichheit fiir alle B € B! gilt. Aus Lemma
12.4c folgt dann, dass Py|r(w, B) = P[X'(B)|F](w) = P[{X € B}|F|(w) P-fs. fiir
jedes B € B O

13.11 Satz (Bedingte Erwartungen durch bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilungen)
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, F C A eine Teil-o-Algebra mit bedingten Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen Kx(w, .). Dann ist fiir jedes f € L}

Eplf|Fl(w) = /Q (&) Kr(w,do) = Excp o lf]

Insbesondere ist fiir jede Zufallsvariable X und ¢ € E}DX :

Bplo(X)|F1w) = | 6(0) Prip(o.da) = By l0].

Beweis:  Wir zeigen diese Identitéit zunichst fiir f = 14, A € A. Die rechte Seite ist dann

gleich K r(w, A), die linke gleich P[A|F](w), d.h. beide stimmen P-fast sicher iiberein.
Durch algebraische Induktion folgt die Gleichheit fiir f € L}D. Dabei wird zur Behandlung

von Ep[f ‘]—' ] mehrfach Satz 12.6 heran gezogen. O

13.12 Beispiel (Erwartungswert eines Verzweigungsprozesses) Sei (Z,,),>o ein Verzweigungs-
prozess, d.h.

Zn,
Zn+1 = ZXZ(n) ,
i=1

wobei Zy = 1 und die Zufallsvariablen X i(") (n,t € N) unabhingig und identisch verteilt sind.
Die X i(”) haben Werte in Ny, und es gelte E [XZ-(")] < 00. Aus der Definition folgt, dass Z,
O'(Xi(k))> und

i

eine Funktion der X fiir & < n und i € N ist, also o(Z,) Co
k<n,ieN

daher Z,, unabhingig von den Xi(") ist.
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Wir schreiben abkiirzend E[Z,,41|Z,] fir E[Z,,+1|0(Z,,)]. Dann ist

[e.e]

BlZn] = Z Znit VYummy | = Y E [Zotr - L z0=m)]
m=0 m=0
N B [ElZni Yz | Zal] = Z E ZX( Y z,=m} | Zn
m=0 m=0
12.7 i E iE [an)|Zn} . ]‘{anm}] 12.5¢ i E iE [Xi(n)} . 1{Zn:m}]
m=0 =1 m=0 =1

— BXO) S mP({Ze = m}) = BIXY) - Bl
m=0

also induktiv
n+1

BlZon] = (BXO))" - Elz0] = (BXO)"T



Kapitel 14

Stationare Prozesse

Alle Definitionen und Ergebnisse dieses Kapitels gelten fiir die Indexmengen N, Ny und Z.
Deshalb benutzen wir I als Symbol fiir eine dieser Indexmengen.

14.1 Definition und Bemerkung (Stochastischer Prozess) Eine Familie X = (X, )ner
von Zutallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) heif3t (stochastischer) Prozess.
X kann als messbare Abbildung X : Q — R aufgefasst werden, denn 7, o X = X, ist fiir
jedesn € I messbar. Py := P o X1 st die Verteilung des Prozesses (X, )ner auf RL.

14.2 Definition und Bemerkung (Stationaritét)

a) Es bezeichne
S:R'=RL (S2), =200
die Links-Verschiebung (Links-shift) auf RI. (Beachte: Da 7, o S = Tpt1 fiir allen € 1,
ist S nach Satz 8.8 messbar.)

b) Der Prozess X = (X,,)ner heiBt stationdir, falls gilt: Py o S~ = Pxy.

14.3 Satz (Charakterisierung der Stationaritét)
Der Prozess X = (X, )ner Ist stationidr genau dann, wenn fiir jede endliche Menge J C 1,
jedes n € I und jede Familie (Bj)c s aus B gilt:

P{X;eBjVjeJ}=P{Xj4n€B;jVjeJ} (*)

Beweis:  Seien (Bj);cs gegeben. Setze B; = R fiir j € I\ J und betrachte den Zylinder
B = Xjer Bj. Dann ist (*) dquivalent zu Py (B) = Py(S™"B), d.h. (*) gilt fur alle solchen
Mengen genau dann, wenn die WahrscheinlichkeitsmaBle PyoS™" und Py fiirallen € [ auf Z
iibereinstimmen. Da Z ein Semiring und o(Z) = B ist (Satz 8.3), ist das gleichbedeutend mit
Py o S = Py fiir alle n € I (Satz 2.19), und das ist gleichbedeutend mit Py o S—1 = Py,
denn daraus folgt Py 0 S™2 = (Py oS 087! = Py o S~! = Py usw. O

14.4 Korollar Ist (X,,),cr unabhingig identisch verteilt, so ist (X, )ne1 Stationdr.

Beweis:
P{X; € BjVje J} =[] Px,(B)) = || Px,..(B))
jeJ jeJ
= P{X]’+n S Bj Vje J}
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O

14.5 Bemerkung (Identisch verteilt versus stationir) Ist X = (X)), stationdr, so ist
firallen,k €l

Px :PXOF;_il_k:PXO(WnOSk)il:P)(OskaW;l:PXOﬂ';l:PXn,

n+k

d.h. der Prozess ist identisch verteilt. Die Umkehrung gilt aber nicht: Aus identischer Verteilung
folgt nicht die Stationaritit (Ubung!).

14.6 Bemerkung (Kanonisches Modell eines Prozesses) Sei X' = (X,,),cr ein stocha-
stischer Prozess auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (§2, A, P). Betrachte den stochastischen
Prozess IT = (7, )ner auf (RY, BY, Py). IT : R — RYist die Identitit auf R, Daher ist Py =
Py oII7! = Py, d.h. beide Prozesse haben dieselbe Verteilung, sind also von einem Beobach-
ter nicht zu unterscheiden. IT heifit das kanonische Modell fiir X'. Es gilt: IT = (7 0 S™) 1.

14.7 Definition (Ergodischer Prozess) Ein stationirer Prozess X = (X, )ner heiBt ergodisch,
falls fiir alle A € B' gilt

S™H(A)=A = Px(A)=0oderl,

oder anders ausgedriickt, falls Z(S) := {A € B' : ST'A = A}, die o-Algebra der shift-
invarianten messbaren Mengen, fiir Py trivial ist.

14.8 Satz (u.i.v. Prozesse sind ergodisch)
Ist (X,)ner unabhingig identisch verteilt, so ist (X, )1 ergodisch.

Beweis: Sei A € B!, S71(A) = A. Sei e > 0 beliebig. Wegen des Approximationssatzes
2.29 (in Verbindung mit Satz 8.3) gibt es eine endliche Vereinigung A’ von Zylindern aus Z
derart, dass Py(AAA’") < e. Da X stationir ist (Korollar 14.4), folgt fiir jedes n € T

Py (STMAASTMA') = Py (ST(AAAY)) = Pr(AAA) < e,
Py((ANSTTA)AA N STA) ) < Py (ADA') + Py (ST(ADA))) < 2.

CAAANUS—(AAAY)

Da A’ eine endliche Vereinigung von Zylindern ist, gibt es eine endliche Teilmenge J C I und
ein B’ € B’ derart, dass A’ = 7' B’. Sei nun n € I so, dass (J +n) NJ = (). Dann ist
STMA = S(x;'B') = (n;08")"Y(B') = 7, B und daher
Py (A'NS"A') =Py (r;'B'nn;;,B) =Px (7;'B) - Py (7;1,B)
= Py (A/) - Py (SinAl)
Zusammen folgt
Py (A) — Px(A)2 = Py (A N S_nA) — Py (A) - Py (S_nA)
<Py (ANSTA) — Py (A') - Py (ST"A) + 4e = 4e

Da € > 0 beliebig war, folgt Py (A) — Py(A)? = 0, d.h. Py(A) = 0 oder 1. O
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14.9 Satz (Stationiire Prozesse aus maBerhaltenden Transformationen)
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und T' : € — ) messbar und maBerhaltend, d.h.
PoT '=P.Seif:Q — R messbar.

a) X := (f o T™)nen ist ein stationérer Prozess.

b) Ist (T, P) ergodisch, d.h. ist Z(T) := {A € A: T~*A = A} fiir P trivial, so ist auch der
Prozess X ergodisch,

Beweis:  Fiir jede endliche Menge J C I, jedes n € I und jede Familie (B;) e aus B gilt:

P{X;eBViedy =P T By | =(Por™ | T 'By)
jedJ jeJ

=P (T V™ 'By) | = P{Xjin € B;Vje J}
jeJ
Also ist der Prozess stationdr. AuBBerdem ist
SoX=(foT™ ) en=X0T.
Daraus folgt die Ergodizitit von X, denn fiir B € Z(S) gilt:
T=H XN (B)) = (XoT) {(B)=(SoX) ! (B)=X"1(S7'B)=x71(B),
also Py(B) = P(X~Y(B)) € {0,1}. O

14.10 Satz (Funktionale stationirer Prozesse)

Sei X = (X,,)ner ein stationérer Prozess, F' : R! — R messbar. Fiir n € I definiere Y,, :=
FoS"oX:Q — R.Dannist) := (Y, )ner ein stationidrer Prozess, und falls X ergodisch
ist, ist auch Y ergodisch.

Beweis:  Da Stationaritit und Ergodizitit Eigenschaften der Verteilung eines Prozesses sind,
konnen wir annehmen, dass X' = I1 ein kanonischer Prozess auf (R', B!, Py) ist. Die Ergodizi-
tit von A ist gleichbedeutend zur Ergodizitit der maBtreuen Transformation S auf (R, BY, Py).
Dann ist Y;, = F o S™, und die Behauptung folgt aus Satz 14.9.

Alternativ geben ich hiere noch einen Beweis, der ohne den Ubergang zum kanonischen
Modell des Prozesses und ohne Satz 14.9 auskommt: Betrachte F : R - RL F(z) =
(F(S™z))ner. Dannist Y = F' o X und

(FoS)(z) = (F(S""x))ner = S((F(S"x))ner) = (S o F)(z) ,
so dass
PyoS_l =PoX loF 10§ = PXOS_loF_l = PXOF_I —PoX loF 1= Py .
Sei nun X ergodisch und A € Z(S). Dannist S~ (F~1A) = F~1(S~1A) = F~1(A), so dass
Py(A) = Px(F~1(4)) € {0,1}

und damit auch ) ergodisch ist. O
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14.11 Beispiel (Moving average Prozesse) Seien X,, € E}D u.i.v. (n € Z) und seien a,, € R
mit ) |a,| < co.Betrachte F'(z) := >, ., ajy. Man zeigt leicht, dass die Summe F'(X)
fast sicher konvergiert und dass F'(X) € £} (Ubung). Ist a,, = 0 auBer fiir endlich viele n, so
ist das trivial! Setze wieder Y, := F o S" o X = ), - a3 X}y Dannist Y = (Y},)ez ein
stationdrer ergodischer Prozess.

14.12 Beispiel (Irrationale Rotation) Sei() = {z € C : |z| = 1}, B die Borel-o-Algebra auf
Q. Sei a € R. Betrachte die Rotation R, : Q — €, R, (2) = €*™*z, um den Winkel 2 auf
Q2. Da B von den Kreissegmenten (= Intervallen) in €2 erzeugt wird und da sich die Lénge von
Kreissegmenten unter Rotation nicht dndert, gilt fiir das normierte 1-dimensionale Lebesgue-
MaB m auf Q: mo R = m.Ist f : Q — R messbar, soist (f o R?),¢1 ein stationirer Prozess
auf (2, B, m), siehe Satz 14.9.

Ist « irrational, so ist dieser Prozess sogar ergodisch. Nach Satz 14.9 reicht es dazu zu
zeigen, dass m(A) € {0, 1} fiir jedes A € Z(R,,). Ein eleganter Beweis dafiir benutzt Fourier-
Reihen: Es gibt a,, € Cmit ), _; |a,|* < 00, so dass 14(2) = 3,7 ane*™™* (mit Konver-
genz im £2 -Sinn). Istnun A € Z(R,,), also 14 = 14 o R,, so gilt

§ an627rmz — 1A(Z) — 1A(€27rwzz) — § anBQﬂ'moz€2mnz ,
nez neL

woraus wegen der Eindeutigkeit der Fourier-Entwicklung folgt, dass a,, = a,e* ™" fiir alle
n € 7Z, also a, = 0 oder 2" = 1 fiir alle n € Z ist. Da o ¢ Q, kann die zweite Moglichkeit
nur fiir n = 0 auftreten, so dass a,, = 0 fiir alle n € Z \ {0}. Daher ist 1 4 = ag P-f.s., also
14 =1P-fs.oderly =0 P-fs.
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Der Ergodensatz -
ein starkes Gesetz der grofen Zahl fur
stationire Prozesse

15.1 Satz (Birkhoffscher Ergodensatz fiir stationire Prozesse)
Sei X = (X,,)ner ein stationdrer Prozess auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) mit
X, € E};. Dann existiert

B 1 n—1
X = lim — Z X,
k=0
P-fs. und in L}D, und fiir die Zufallsvariable X gilt:
a) E|X| < E|Xo| < o

b) Ist X ergodisch, so ist X = E X, konstant P-f.s. Insbesondere gilt das fiir unabhingige
identisch verteilte X,,.

¢) Ist X ein kanonischer Prozess auf (R', B!, P), soist X = E[Xo|Z(S)].

15.2 Korollar (Starkes Gesetz der groen Zahl fiir u.i.v. Prozesse) Sind X1, Xo,--- € E}D
unabhingig identisch verteilt, so ist lim,, o % 22:1 X, = FEXq, P-fs. und in L}D.

Satz 15.1 folgt aus

15.3 Satz (Birkhoffscher Ergodensatz fiir maBlerhaltende Transformationen)
Sei (X, F, ) ein Wahrscheinlichkeitsraum, T' : X — X messbar und maBerhaltend (d.h.
poT™ = p). Sei f € L],. Dann existiert

n—1
Fa) = tim 3" (k)
k=0

p-f.s. und in £}, und f ist eine Version von E[f | Z(T))].




Kapitel 15 Der Ergodensatz 81

Beweis von Satz 15.1 aus Satz 15.3:  Es reicht, statt X den kanonischen Prozess II auf
(X, F,pu) := (R B!, Py) zu betrachten. Mit T = S und f = 79 = X ist dann X, =
T, = mp 0S¥ = f o S*, also

n—1 n—1
o o1 o1 k7 a1
X = lim ~ kZ:OXk = lim —~ kZ:O foS*=f=FE[Xo|Z(S)] P-fs undinL}.
a) E|X| = E|E[Xo | Z(9)]| < E [E[|Xo| | Z(5)]] = E|Xo|
b) Ist X ergodisch, so ist Z(.S) trivial, also X = E[X | Z(S)] = EXo. O

Beweis von Satz 15.3:  Sei f eine Version von E|[f {I (T')], insbesondere also Z(7")-messbar.
Dannist f o T' = f, denn fiir alle o € R gilt:

{foT=a}=T"{f=a}={f=a}.

Seinun S, f := ZZ;& foT* (n>0). Wir werden zeigen, dass

1 _

F:=limsup =S, f < f p-fs. (*)
n—oo N

Durch Anwendung des gleichen Arguments auf die Funktion — f folgt dann auch

lim sup lSn(—f) < —f s,

n—oo N

Beide Ungleichungen zusammen ergeben die Behauptung lim,, %Sn f=f pfs.
Beachte zunichst, dass F o1l = F':

1< 11 & 1
FoTzlimsup—E foTk:limsupn+ ( E foTk—_{_lf>:F~
n
=0

n n n+1
n—00 1 n—00 + k:

Insbesondere ist { ' > f+ ¢} € Z(T) fiir jedes € > 0. Setze g, := (f — f — €)1{ps frey- Dann
ist

. 1 £
G ;= limsup ﬁsnge = (F - /- E) ' 1{F>f+6}

n—oo

T-invariant. Also ist {G. > 0} eine T-invariante Menge,
Wir werden zeigen, dass

u{Ge. >0} =0 fiir jedes € > 0. ()

Wegen {F > f + €} = {G. > 0} folgt daraus u{F > f + +} = 0 fiir jedes k € N, so dass

M{F>JF}=M(U{F>J?+]1}> <> uF>Feiy=0,
k=1

k=1

also F < f u-f.s.
Nun zum Beweis von (**): Wir bemerken fiir spiter, dass

ge=(f—-f— 6)1{F>f+e} =(f-rf- 6)1{F>f_+e} “Lig.>0y = gelyao>oy

(***)
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daja {F > f + ¢} = {Gc > 0}. Schreibe nun zur Vereinfachung der Notation g := g.. Da
lgl < |fI+1fl+eundda f,f = E[f|Z(T)] € L, istg € L},. Bs folgt, dass [ |Skg|du <
S0 lgl o Thdp = Y2174 |gl dpu < oo, also auch Syg € L) fiir alle k € N.

Fiir n > 0 sei M,, := max{0, S1g,...,Sng}. Dannist 0 < M,, < [s19] + -+ + |Sngl.
insbesondere M,, € E}, AuBerdem ist 0 < My < My < M3 < ...,und da Spg(Tx) =
Sk+19(x) — g(x) fir alle k > 0, folgt fiir jedes x € {M,, > 0} Hopfs Maximalungleichung

M, (z) — M, (Tx) = max{0, S1g(x), ..., Shg(x)} — max{0, S19(Tz),...,S.g(Tx)}
= max{519(z),...,Sng(x)} — max{S19(x), S29(z), ..., Spt19(x)} + g(x)
<g() .

Da M,, > 0 fiir alle n, folgt daraus (beachte, dass M,, € E}L!)

/ gdu>/ Mndu—/ Mnonu>/Mndu—/Mnon,u:0.
{M,>0} {M,>0} {M,>0}
Nun gilt aber {M,, > 0} 7 U~ 1{Snge > 0} D {Gc > 0}, so dass wegen (***)

9elin, 01 = gelya.>01 Lim,>01 /" gel{G.>01 = ge Mitn — 0o

Aus Korollar 6.10 zum Satz von der majorisierten Konvergenz folgt dann

/ gedp = lim gedp > 0.
{G>0} n=00 J{M,>0}

Da{F > f+e} ={Gc > 0},istge = (f — f — €)1{g, >0} s0 dass

OS/ gedMZ/ fdu/ fdpy—e- p{Ge >0} = —e-pu{G. >0},
{G>0} {G>0} {G>0}

wobei wir benutzt haben, dass f = E[f|Z(T)] und dass {G. > 0} € Z(T). Also ist u{G, >
0} = 0 fiir jedes € > 0.

Zu zeigen bleibt noch die L}L—Konvergenz von (n~1S, f)nen gegen f. Wegen Satz 6.18
muss dazu nur die gleichgradige Integrierbarkeit der Familie (n=1S,f : n € N) gezeigt
werden, und die folgt wegen Lemma 6.17b aus der gleichgradigen Integrierbarkeit der Familie
(foT" : k € N). Das wiederum zeigt man so: Sei € > 0. Nach Lemma 6.17d und Satz 6.16iii
gibtes ein & > 0, so dass [, fdu < efiiralle A € A mit ju(A) < J. Fiir solche A und jedes
k € Nistdann auch u(T"*A) = p(A) < §,sodass [, foT*du = [\, f du < e, woraus,
ebenfalls nach Satz 6.16iii die gleichgradige Integrierbarkeit der Familie (f o T% : k € N)
folgt. O
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Verteilungskonvergenz

In diesem Kapitel fithren wir ein Konvergenzkonzept ein, das es uns gestattet, das asymptoti-
sche Verhalten von normierten Summen n /2 > i, X, fiir unabhingig identisch verteilte X;
zu untersuchen.

16.1 Definition (Schwache Konvergenz von Verteilungsfunktionen) Seien F', F,, Verteilungs-
funktionen auf R, siehe Definition 4.1. Wir sagen (F,,) konvergiert schwach gegen F' (symbo-
lisch: F,, = F), falls lim,,_, F,(x) = F(x) fiir alle Stetigkeitsstellen x von F'. (Beachte,
dass F' als monotone Funktion hochstens abzédhlbar viele Unstetigkeitsstellen hat.)

16.2 Beispiel (Satz von de Moivre-Laplace) Seien X, Xo, ... unabhéngig identisch verteil-
te Bernoulli-Zufallsvariablen zum Parameter p,

1 ¢ 1 T
Fn('r):P(\/ﬁ;(Xz_p)gx), F(x) Z:m/_me p(1-p) dt .

Dann beschreibt “F,, = F” gerade die Aussage des Satzes von de Moivre-Laplace.
Auch das schwache Gesetz der gro3en Zahl lisst sich so formulieren. Setze dazu

_ 1< - 1 fallsz >
F”(x)::P<nZXiS$>’ F(:U)::{ amE=p
i=1

0 fallsz <p.

Dann besagt das schwache GGZ gerade lim,, o, F, () = F(z) firalle x # p,d.h. F,, = F.

Da Verteilungsfunktionen eineindeutig WahrscheinlichkeitsmaBen auf R entsprechen, soll ver-
sucht werden, die schwache Konvergenz durch Maf3e zu beschreiben. Dazu verlassen wir den
messbaren Raum (IR, B) und betrachten eine etwas allgemeinere Situation:

Generalvoraussetzung: (£, d) ist ein metrischer Raum mit Borel-o-Algebra £.

16.3 Definition (Schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaien auf (E, £))
Eine Folge pi1, ji2, . .. von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (E, E) konvergiert schwach gegen
das Wahrscheinlichkeitsmal p (symbolisch ., = p), falls

i [ fdu = [ fdu Ve CER).
FE E

n—oo

d.h. fiir alle stetigen beschrinkten f : E — R.
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16.4 Bemerkung Schwache Limiten sind eindeutig bestimmt, denn gilt sowohl p,, =  als
auch p, = v, soist [, fdu = [, fdv firalle f € Cy(E;R). Un p = v zu zeigen
reicht es, p(A) = v(A) fiir alle abgeschlossenen A C E zu zeigen (N-stabiler Erzeuger der
Borel-o-Algebra). Fiir A C F sei dazu

fae: E—=R, faclz)=

1— 1A falls d(a, A) < e
0 falls d(x, A) > €.

Esist 17 < fae < 1, limeso fae(z) = 14(z) fir alle z und f4  ist Lipschitz-stetig (mit
Lipschitz-Konstante e ~1). Also folgt fiir abgeschlossenes A aus dem Satz von der majorisierten
Konvergenz

) = Jiny [ =i [ 1o =)

Der folgende Satz wird auch als Portemanteau-Theorem bezeichnet.

16.5 Satz (Charakterisierungen der schwachen Konvergenz von W’maBen)
Seien pi,,, 1 Wahrscheinlichkeitsmal3e auf (F, ). Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) pn = ph.
(ii) limy, o0 pin(A) = p(A) fiiralle A € € mit u(0A) = 0.

(iii) limy, oo [ f dpin = [f f dp fiir alle beschréiinkten Lipschitz-stetigen f : E — R.

Dabei ist 0A = A \ A der Rand von A.

Beweis:  (1)=-(iii) trivial.
(ii))=>(@i) Sei A € & mit u(0A) = 0. Mit f4 . wie in der vorangehenden Bemerkung gilt:

lim sup py, (A) < ligninflimsup/fA 1 dpn, = ligninf/fA 1 dp = p(A)
b 4)% k)

n— o0 —00 n—oo

< u(A) + n(0A) = p(A) .

(Dabei wurde fiir die erste Ungleichung nur die Monotonie des Integrals benutzt.) Angewandt
auf A¢ liefert diese Ungleichung

liminf p,(A) =1 — limsup p, (4A°) > 1 — pu(A°) = u(4),

n— n—00
und zusammen folgt daraus (ii).

(i)=(i) Sei f € Cy(E,R). Sei Ty := {t € R: u(f~'{t}) > 1/k}. Dann ist

#T <> k-p(f{t}) <k,

teTy,

sodass T := {t € R: p(f~'{t}) > 0} = ey Tr hochstens abzihlbar ist. Zu e > 0 gibt es
daher to < —||flloo <t1 < -+ < tp—1 < | flloo < ti derart, dass

t; € T und ’ti+1 — ti’ <e fiir alle i.
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Daty < f(x) < ty firalle x € F, ist

k
E:U{x:ti_1§f($)<ti}7

i=1

=FE;

wobei p(0E;) < u(f~H{ti—1}) + p(f~H{t;}) = 0. Daher ist

k
/fd,un < Zun{ti—l < f<ti}-ti
i—1

k k
<Y (B tic+ Y (B €
=1 =1
k k

i=1 =1

k
< [ fdut ety B -~ n(B) tior.

=1

—0 mit n — oo fiir jedes %
also

limsup/fdunéffdu

n—00

und durch Betrachtung von (— f) erhilt man
liminf/fd,un > /fdu
n—o0

|

16.6 Beispiele Sci (E,&) = (R, B).

a) Sei py, = hp\, o = hX und gelte lim,,_,~ ||h, — h||1 = 0. Dann gilt fiir jedes A € B:
ltin(A) — p(A)| < [, |hn — h|dX < ||hy — |1 = 0 mit n — co.

b) Seien py, = 6, 4 = 6¢, WO ¢, ¢, € Rund limy, o ¢, = ¢. Dann gilt fiir stetiges f:
[ Fdpn— [ fdul = [f(en) — F()] = Omitn - .

¢) Seien u, = % Py Ok /ns 1 = 1jg,1)A- Dann gilt fiir Lipschitz-stetiges f:

n /n
‘/fd,un—/fdu‘ §;/(k f(k:/n)—f(x)|dx§%Lip(f)%0 mit n — oo.

k—1)/n ’

16.7 Definition (Verteilungskonvergenz) Seien X, X,, Zufallsvariablen. Die Folge (X, )n>0
konvergiert in Verteilung (oder auch schwach) gegen X, kurz X,, = X, falls Px, = Px.
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16.8 Satz (Charakterisierungen der Verteilungskonvergenz)
Seien X, X,, Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen F' bzw. F,,. Aquivalent sind

i) X, = X
(i) F, = F

(i) lim, o0 E[f(X,)] = E[f(X)] fiir alle f € Cy(R; R).

Beweis:  (i)=-(ii) Sei F bei z stetig, d.h. Px{z} = 0. Aus X,, = X und Satz 16.5 folgt

F,(z) = Px, (—00,z] = Px(—o00,z] = F(z) .

(i)=-(i) Zu zeigen ist lim,,_, [ fdPx, = [ fdP fir alle Lipschitz-stetigen f : R — R,
siehe Satz 16.5. Sei € > 0. Wir konnen g < t1 < --- < t; in R so wihlen, dass

F(tO) = P(—OO,to] <e€ 11— F(tk‘) = P(tka +OO) <,
ti—ti—1 <e Vi=1,...,k, und F an allen Stellen g, . .., t; stetig ist.
Insbesondere ist lim,, o, Fp,(t;) = F(t;)) Vi=0,...,k, sodass

€

3 NVn>ngVi=0,....k: |F,(t) — F(t .
ng ENVn>ngVi=0,...,k: |F,(t) ()’<k+1

Setze

fi = ti,rflgafgtif(x)’ fi= ti,?gggtif(x)'

Dann ist fiir n > ng:

[sars,

k
< flloe + (Falto) + 1= Fa(ti)) + 3 fi - (Falts) = Fa(ti-1))
1261 k o k ¢
< [1flloe - <F(to) 1= F(t) + 2;<;+1) + 2 i (F) = F(tin) + 32— [/l
i=1 i=1

k
< flloo - Be+ > (fi + € Lip(f)) (F(t:) — F(ti-1))
=1

k
<5€|flloo+ | fdPx +eLip(f)
to

< [ £dPy+ ¢ Glflls + 20 + Lin(h)
und es folgt limsup,, . [ fdPx, < [ fdPx.Durch Betrachtung von (— f) an Stelle von f

folgt liminf, . [ fdPx, > [ fdPx und damit die Behauptung.
()<(iii) Ist nur eine Frage der Schreibweise: E[f(X)] = [ f dPx. O
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16.9 Ubung Seien X, X,, Zufallsvariablen, X,, => X . Dann gilt:
a) E|X| <liminf, , F|X,]|.
b) Sind die X,, gleichgradig integrierbar, so ist X = lim, 00 X5

c) Aussage b) bleibt ohne die Annahme der gleichgradigen Integrierbarkeit nicht richtig:

Zum Begriff der schwachen Konvergenz gehort auch ein Kompaktheitskonzept. Das wer-
den wir im Rest dieses Kapitels untersuchen.

16.10 Definition (Folgenkompaktheit von WahrscheinlichkeitsmaBen) Eine Familie M von
WahrscheinlichkeitsmaBen auf (E, ) heiBt relativ folgenkompakt, falls jede Folge in M eine
schwach konvergente Teilfolge hat.

16.11 Definition (Straffheit) Eine Familie M von Wahrscheinlichkeitsmaf3en auf (E, £) heif3t
straff, falls fiir jedes € > 0 eine kompakte Menge K C E existiert, so dass sup,,c v uw(E\K) <
€.

Beide Definitionen iibertragen sich auf Verteilungsfunktionen, wenn wir sie mit den zugehori-
gen Wahrscheinlichkeitsmaf3en identifizieren.

16.12 Satz (Prohorov: relativ folgenkompakt <> straff)
Sei (E, d) ein vollstindiger, separabler metrischer Raum. Eine Familie M von Wahrschein-
lichkeitsmaB3en auf (E, £) ist genau dann relativ folgenkompakt, wenn sie straff ist.

Beweis:  Wir beweisen diesen Satz nur im Fall ¥ = R.
“=—" Angenommen, M ist nicht straff. Dann gibt es ein ¢ > 0 derart, dass

VneN3Ipu, e M: p,(My)>e, woM,:=R\[-n,n].

Wiihle eine Teilfolge p1,; = p mit j — co. Zu jedem n gibt es ein 7, € [0, 1) mit p{—(n +
M), n + np} = 0. Also folgt fiir alle & € N aus Satz 16.5

M) > 1 (R [~k + 1),k e]) = T gan, (R [=( + 1),k + )

> limsup pi; (My,) > €,
Jj—0o0

und wir erhalten den Widerspruch 0 < e < liminfy_, o u(My) = 0.

“«<=" Zum Beweis der Gegenrichtung bendtigen wir den folgenden Satz:

16.13 Satz (Helly)

Ist (F,)n>0 eine Folge von Verteilungsfunktionen, so gibt es eine Teilfolge (F,,)i>o und eine
nichtfallende, rechtsseitig stetige Funktion F' derart, dass lim;_,o F,,(z) = F(z) an allen
Stetigkeitsstellen x von F'.

Es folgt sofort, dass 0 < F' < 1 und dass F' *, aber es ist nicht notwendig

lim F(z)=0und lim F(z)=1. (*)

T—r—00 T—+00
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Wir kehren zum Beweis von Satz 16.12 zuriick. Sei (in)n>0 eine Folge in M, (F},)n>0
die Folge der zugehorigen Verteilungsfunktionen. Seien F;,, und F' wie im Satz von Helly. Ist
F eine Verteilungsfunktion, so folgt F,,, = F’, also u,, = u fiir das durch F' bestimmte
Wahrscheinlichkeitsmal3 i auf £ = R. Zu zeigen ist also, dass F' unter der Straftheitsannahme
tatsdchlich eine Verteilungsfunktion ist, d.h. (*).

Sei € > 0. Da M straff ist, folgt

3 K kompaktVi > 0: p,,(R\ K) <e
=3M eNVi>0: pup,(R\ [-M,M]) <e
=3MeNVi>0: Ve <-M: F,(x)<eund Vy>M: 1—-F, (y) <e

Da € > 0 beliebig ist, folgt (*). O

Beweis von Satz 16.13: Da0 < F,(x) < 1furallen > Ound x € R, gibt es zu jedem x
und jeder Teilfolge von (F),(x)) eine Teilfolge dieser Teilfolge, die konvergiert. Durch einen
Diagonalschluss erhilt man:

Es gibt eine Teilfolge (F),
Q.

Setze F(x) := inf{G(q) : ¢ > =}. Dann gilt:

)i>o derart, dass G(q) := lim;_,oo F},(g) existiertVq €

i

i) Fj, nichtfallend = G nichtfallend = F' nichtfallend.

ii) F ist rechtsseitig stetig, denn: Zu = € R und € > 0 existiert ein ¢ > = in Q mit G(q) <
F(x)+ e Istdann z < y < ¢, so folgt F(y) < G(q) < F(x) + €.

iil) lim; ,o Fy,(x) = F(z) an allen Stetigkeitsstellen = von F. Denn: Sei F stetig bei x,

e > 0. Wihle y < x derart, dass F'(z) < F(y)+eund wihle ¢, 7 € Qmity < g <z <r
und G(r) < F(z) + €. Dann ist

F(x)—e<F(y) <G(q) <G(r)< F(x)+e€.
Da

G(q) = lim F,,(¢) <liminf F,,, () < limsup F,,,(z) < lim F, (r) = G(r),
1—00 i—00 i—00 i—00
folgt
F(z) — e < liminf F,,,(z) < limsup Fy,(z) < F(x) + €,
1—00 i—00

also die behauptete Stetigkeit von F' bei x.




Kapitel 17

Charakteristische Funktionen und der
Zentrale Grenzwertsatz

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Untersuchung der Verteilungskonvergenz reellwertiger Zufalls-
variablen sind die charakteristischen Funktionen. Die Grundidee ist, dass man jedem Wahr-
scheinlichkeitsmal eine auf ganz R definierte C-wertige charakteristische Funktion derart ein-
eindeutig zuordnet, dass eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmaflen genau dann schwach kon-
vergiert, wenn die Folge ihrer charakteristischen Funktionen punktweise konvergiert.

17.1 Definition (Charakteristische Funktion) a) Sei y ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (R, B3).
Die Fourier-Transformierte ¢, : R — C von p,

on(t) = / ¢t du() [_ / cos(tz) dpu(x) + i / sin(tz) du(x)]

wird auch als charakteristische Funktion von p bezeichnet.

b) Ist X eine Zufallsvariable mit P{|X| < oo} = 1, so heifit px := @p, die charakteristische Funktion
von X. Es ist

ox(t) = /eim dPx(z) =FE [eitx} :
17.2 Lemma Sei ¢ eine charakteristische Funktion.
a) ¢(0) = 1und|p(t)| <1 firallet € R.
b) ¢ : R — C ist gleichmiBig stetig.
) Ist P{|X| < oo} = 1, so gilt o, x 45(t) = € - px (at) fiir alle a,b € R.
Beweis:
a) trivial.

b) Fiirallet,h € R ist

(b4 h) — (1)) = ’ [ - 1duta)

g

unabhiingig von ¢, und da |e"*®| = 1 fiir alle & und limy, o '™ = 1, folgt aus dem Satz
von der majorisierten Konvergenz limy,_,o [ |e?* — 1| du(x) = 0.

ethe — 1‘ dpu(x)
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¢) E[eit(aX-i-b)] — elth E[eiatX].

a
17.3 Lemma Sind X1, ..., X,, unabhingige Zufallsvariablen mit P{|X;| < co} = 1, so ist

PXi++Xy = PXy PXn -

Beweis:  Wir zeigen das Lemma fiir n = 2. Der Rest folgt durch Induktion.
E [eit(Xl—i-Xg)} = F [¢X1 . ¢itXe] Unabhangigkeit [¢t%1] . B [¢%7]

Dabei haben wir benutzt, dass ganz allgemein fiir unabhingige C-wertige beschréinkte Zufalls-
variablen X, Y gilt E[XY] = EX - EY, denn

E[XY]=E[RX -RY — SX - QY +i (RX - SY + X - RY)]
— E[RX]- E[RY] + E[SX] - E[SY] + i (E[RX] - E[SY] + E[3X] - E[RY])
= (E[RX] +iE[SX]) - (E[RY] + i E[IY])
= EX-EY .
O

Zum Rechnen mit charakteristischen Funktionen benétigen wir ein paar analytische Abschiit-
zungen.

17.4 Lemma Fiirn > Qund xz € R ist

n . .
: (iz)k L 7 ; . . 2" 20
1T n _1s ¥
e = kg_o i + A (x —s)"e®ds mit |I,| <min D nl , (M)

=:I,

insbesondere

2

le” —1| < min{|z[,2} und |e” — (1 + iz — %)

Beweis:  Durch partielle Integration erhélt man fiir n > 1:

3
< min{‘xg,xQ} .
n

/ (x—s)" e ds = T4l / (x —s)"e" ds ,
0 0

n n

also

xX
Da auerdem e = 1+ (e —1) = 1+ [[eSds = 1+ Iy, folgt (*) aus (**) durch
vollstdndige Induktion.
AuBerdem ist

In—l =

1 || n+1
un‘ < — / s"ds = |$’ )

woraus zusammen mit (**) schlie8lich folgt
|lz|* _ ="

’In| S |In—1‘ + 7' S 27'
mn. .
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O
17.5 Satz (Charakteristische Funktionen und Momente)
Sei ¢(t) die charakteristische Funktion der Zufallsvariablen X . Ist E [X?] < oo, so ist
. e o o
o(t) =1+ itE[X] — §E [X?] +0(t?) im Limest — 0.
Beweis:  Aus Lemma 17.4 folgt
: t? 2 itX : L2
o(t) — |1+ itE[X] — 5E (X2 )| < Bl — [ 1+4(tX) — 5(ti)
3
<FE [min {GXP, t2|X|2H
<153E[|X|3-1 1]+t2E[X2-1 ,
6 {Ix]<t™4} {IX[=t"4}
1

< gt% +1%-0(1) im Limes ¢ — 0.

(Fiir den letzten Schritt sieche Bemerkung 6.15.) a

Nun wollen wir sehen, wie charakteristische Funktionen uns bei der Untersuchung von zen-
trierten und standardisierten Summen unabhéngiger Zufallsvariablen helfen konnen.

17.6 Satz
Seien X1, Xo, - € L?D unabhingige identisch verteilte Zufallsvariablen, m := E[X;] und
o? =V (X;). Sei

Sy = ! Z(Xk —m)
—1

Vio? £
die zentrierte und standardisierte Partialsumme von X1, ..., X,,. Dann ist
t2
nlggo psx (t) =€ 2 = opr0,1)(t) -

Beweis:  Sei o(t) die charakteristische Funktion der Zufallsvariablen X —m, also nach Satz
17.5
2
g~ o 2 .
o(t) =1— —t= 4+t~ 5(t) wo lim 5(t) = 0.
2 t—0
Wegen Lemma 17.3 und Lemma 17.2c¢) ist dann

- () - -2 6 2) - ()

und im Limes n — oo gilt fiir alle t € R

(1-5.)
11— — — e 2 und

2n

12 t 12 t
1———p— )| <n— -0
2n (p< nag)‘_n”02ﬁ< n02> ’

<n-
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dafu” —v"| <|u—v|-n- max{|u| lv|}~! fiir beliebige u, v € C.
Es bleibt zu zeigen, dass et /2 = = @no,1)(t). Wir zeigten dazu, dass @ar(o,1)(t) und

¢~*/2 Differenzialgleichung ¢ '(t) = —t p(t) 16sen mit gemeinsamem Anfangswert p(0) =
(e7t/2) = —te=t*/2 und

d d [ 4. _22
\/27r-dt<p/\/(071)(t):dt/_ooe e 2 dx

o0 , »2 o 2\
Satz 6.12: = / izee™ 7 dx = —i/ elte (e2> dz
—0oQ —0oQ

) 2] o0 . 22
= —1 [elme_2] + 2/ ite'™e™ T dx
—o0 —o0

=0- \/27'(' . t(,ON(O,l)(t) .

Im Rest dieses Kapitels werden wir hauptsédchlich zeigen, dass daraus folgt
Ps: = N(0,1) (n — 00),

d.h. wir werden den Zentralen Grenzwertsatz beweisen. Vorher geben wir noch einige charak-
teristische Funktionen an.

17.7 Beispiel Hier sind einige Beispiele charakteristischer Funktionen:

Verteilung Formel Charakteristische Funktion
_i o'2t2

Normalverteilung \/;76 202 dr (—o0 < x < 00) e 2

Gleichverteilung Ly (w) dx —eiti;l

. . Y A

Exponentialverteilung Ae”Mdr (0 <z < o0) e

Binomialverteilung (Mp*AQ=p)" 6, (k=0,1,...,n) (14 p(e — 1))

Poisson-Verteilung *O‘O‘ ror (k=0,1,2,...) (€ =1)

Fiir die Normalverteilung wurde das in Satz 17.6 gezeigt, fiir die {ibrigen Verteilungen ist die
Bestimmung der charakteristischen Funktionen eine einfache Ubung.

Der folgende Satz zeigt, wie man aus einer charakteristischen Funktion auf eindeutige Weise
die zu Grunde liegende Verteilung zuriickgewinnen kann.
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17.8 Satz (Umkehrformel und Eindeutigkeitssatz)
Seien i und v Verteilungen auf R.

a) Ist u({a}) = u({b}) =0, so ist

' 1 [T e—ita _ ,—ith
pllat) = Jim 5= [t gmar.

b) Istp, = ¢y, soistauch = v.

Bevor wir diesen Satz beweisen, halten wir zunichst zwei einfache Korollare fest:

2

17.9 Korollar Ist o, (t) = ¢~2, soist p = N'(0, 1).

17.10 Ubung u symmetrisch <=Vt € R : ¢,(t) € R.

Den Beweis von Satz 17.8 bereiten wir durch das folgende Lemma vor.

17.11 Lemma Fiir T > 0 sei S(T') := 2 [ S0 g¢. Dann existiert S(00) = limp_00 S(T),

- t

esist0 < S(o0) < |[|S]|eo < 00, und fiir o € R ist

2 [T sin(at
/ sin(at) dt = sign(a) - S(|a| T) . (*)
™ Jo t

(Achtung: Das heif3t nicht, dass Sm(%t) iiber (0, c0) integrierbar ist! Vergleiche die alternierende

harmonische Reihe!)

Beweis:  Beachte, dass fir k =1,2,...

2 @E+Dm gip ¢ 2
) < —dt <
™ 2

—2 206417 gin ¢ p —2
— < t < .

Addiert man diese beiden Zeilen, so folgt

o< /2(k+1)7r sin t gt < 1
2km t N k(k + 1)7T

so dass S(T") aus dem gleichen Grund wie die alternierende harmonische Reihe konvergiert.
Ebenfalls folgt sofort, dass 0 < S(00) < ||S||ec < 00, und (*) folgt durch Substitution, indem
man der Reihe nach die Fille « = 0, > 0 und o« = —1 betrachtet. O

Beweis von Satz 17.8:

a) Beachte zunichst, dass wegen Lemma 17.4

e—ita _ o—ith
it

e ith (eit(b—a) _ 1)
t

- =b-al. 9

< 't(b—a)
t
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b)

Also ist der Integrand im folgenden Integral beschrinkt, und man kann den Satz von Fubini
anwenden:

1 /T efita _ efitb
D)= o [

—zta _ —i )
= / / e dp(x) dt

621&(1} a) _ pit(z—b)
=5 | [/T = dt| du(x)

_ 1 [1 /T cos(t(z —a))  cos(t(z —b)) gt

o Jr li J 7 t t

=0, da der Integrand ungerade in ¢ ist

T sin(t(x — a))  sin(t(z — b))
+f Lk

7 ¢

dt} dp()

N~

Integrand gerade

L [ / sint ai— o) _ sin(a b))} o)
= % i [S1gn z—a)-S(|z —a|T) —sign(z — b) - S(|z — b| T)} dp(x)
125 5 5(00) - [ (signla = a) = sign(a — b)) du(a)

nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz, da S(|z — a|T'), S(|z — b|T) — S(c0)
p-f.s. im Limes 7' — oo und ||S|oc < 00. Dasign(z — a) — sign(z — b) = 114(7) +2-
(@) + 1y () und da pu({a}) = pu({b}) = 0. folgt

S(o0)

Jim IEN(T) = == (u({a}) + 2 u((a,b)) + u({b})) = S(00) - u([a,0]) (%)
Um den Beweis von Teil a) zu beenden, bleibt zu zeigen, dass S(co) = 1. Das geschieht in
Lemma C.1 des Anhangs. Aussage b) konnen wir ohne die Kenntnis des Werts von S(00)
beweisen.

Seien p1, v Verteilungen auf R mit ¢, = ¢,. Sei N := {z € R : p{x} > 0 oder v{z} >
0}. N ist hochstens abzdhlbar, und fiir jedes Intervall (a,b) gibt es a,,b, € R\ N mit
[an, by] * (a,b). Daher ist

(%) Ian7bn
a0 0) = s (o, b)) = fim DD
Ian’bn(T) (k)

= TILOOW = S%pl/([an;bn]) = V((av b)) >

also p = v.

O

Um aus limy, 00 955 = @ar(0,1) die Konvergenz Pgx = N (0, 1), d.h. den Zentralen Grenz-
wertsatz, schliefen zu konnen, benétigen wir noch den folgenden Satz.
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17.12 Satz (Stetigkeitssatz)
Seien p, ., WahrscheinlichkeitsmaBe auf R. Dann gilt:

fn => p genau dann, wenn lim,_,o @, (t) = ¢, (t) firallet € R.

Daraus folgt nun sofort unter Beriicksichtigung von Satz 17.6 der Zentrale Grenzwertsatz.

17.13 Satz (Zentraler Grenzwertsatz)
Seien X1, Xo,--- € L'% unabhiingige identisch verteilte Zufallsvariablen, m := E[X;] und
o? =V (X;). Sei
S = Xk -
=

1

die zentrierte und standardisierte Partialsumme von X1, ..., X,,. Dann konvergiert

itx

Beweis von Satz 17.12:  Konvergiere 1, = p. Da Re’™® = cos(tx) und Sei®® = sin(tz)
fur jedes ¢ € R beschrinkte stetige Funktionen in = € R sind, folgt lim,, o0 ¢y, (t) = ¢u (%)
aus der Definition der schwachen Konvergenz.

Der Beweis der Umkehrung beruht auf den beiden folgenden Lemmata.

17.14 Lemma Existiert g(t) := lim, o ¢, (t) fiir alle t € R und ist g stetig bei 0, so ist
(fin ) straff.

17.15 Lemma Existiert g(t) := limy, o0 ¢, (t) fiir alle t € R und ist (1), straff, so ist g(t)
charakteristische Funktion eines WahrscheinlichkeitsmaBes v auf R und p,, = v.

Gelte nun lim,, 0 ¢, (t) = @, (t) fur alle t € R in Satz 17.12. Da ¢,, stetig ist (Lemma
17.2b), folgt aus Lemma 17.14, dass (i, )y straff ist, und aus Lemma 17.15, dass es ein Wahr-
scheinlichkeitsmal v gibt mit i, = v und ¢, (t) = lim, 00 Yu, (t) = @, (t) fir alle t € R.
Aus dem Eindeutigkeitssatz 17.8 folgt schlieBlich v = p und daher p,, = p. O

Beweis von Lemma 17.14:  Aus dem Satz von Fubini folgt fiir u > 0

s [ o] et

:/_Z i /_Z(l—cos(tx)) dt} dpin —Z/Z 1/ sin(tz) dt} dpin ()

|
/Z i <t - ism“”)];u Yhn() = /Z <2 - 2“59; )> b
> 9. /{;ﬂ»ﬂﬁ@ dpn () = pn <R\ [_i’ i]) '
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Sei nun € > 0 beliebig. Da g(0) = lim, 0 ¢, (0) = 1 und da g(t) bei t = 0 stetig ist,
gibtes zu e > 0 ein v > 0 mit

1/u(1—g(t))dt'<e.

u —Uu

Daher folgt aus (*) und dem Satz von der majorisierten Konvergenz, dass

2 2 1 M 1 [
lim sup g, (R\ [,}) < limsup — / (1=, (t)dt < ‘ / (1g(t))dt‘ <e.
n—00 u u n—oo U J_y u J_y
Daraus folgt leicht, dass (ji,,),, straff ist (Ubung!). O

Beweis von Lemma 17.15:  Da (py,), straff ist, hat jede Teilfolge (fn,); von (puy,), eine
Teilfolge (Nmm) j» die schwach gegen ein v konvergiert. Aus der schon bewiesenen “=-"-
Richtung von Satz 17.12 folgt fiir jedes solche Limes-Maf} v

ou(t) = Iim @, () = lim @, (t) = g(t) .

Aus dem Findeutigkeitssatz 17.8 folgt dann, dass alle Teilfolgen (Mni@ ); gegen das gleiche
MaB v konvergieren, also p, = v. a

17.16 Ubung Sei )\, die Gleichverteilung auf [—n, n]. Zeigen Sie, dass (A, ),y nicht schwach
konvergent, ja nicht einmal straff ist.

17.17 Ubung Sei o > 0 und seien X1, ..., X,, unabhingig identisch verteilt mit Bernoulli-
Verteilung zum Parameter p = 2, S, := X +-- -+ X,,. Sei P(«) die Poisson-Verteilung zum

n’

Parameter o, siehe Beispiel 17.7. Zeigen Sie: Pg, = P(«).



Kapitel 18

Martingale, Submartingale,
Stoppzeiten

Allen Definitionen und Sitzen dieses Kapitels liegt ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) zu
Grunde.

18.1 Definition (Filtration, adaptierter Prozess)

a) Eine Familie (F,,)nen, von Teil-o-Algebren von A heift eine Filtration, falls F,, C F,41
fiir alle n € Ny.

b) Eine Familie X = (X,,, F,,)neN, heiit ein adaptierter Prozess, falls X,, fiir jedes n € Ny
eine JF, -messbare Zufallsvariable ist.

18.2 Definition (Martingal, Submartingal) Ein adaptierter Prozess X heift ein Submartingal,
falls fiir alle n € Ny gilt

i) E|X,| < oo und
i) B[Xn41|Fn] > X
Ein Prozess X ist ein Martingal, falls in Eigenschaft ii) sogar Gleicheit gilt.

Wir sagen auch, dass (X, )nen, €in (Sub-) Martingal ist, falls (X,,, Fp,)nen, mit F,, :=
o(Xo,...,Xy) eines ist.

18.3 Bemerkungen
a) Die Summe endlich vieler (Sub-) Martingale bzgl. einer gegebenen Filtration ist ein (Sub-)
Martingal.

b) Ist X ein (Sub-)Martingal, so gilt £ [Xn+k}]:n} (:) X, fiir alle n, k € Ny. Das folgt sofort
>
induktiv aus Eigenschaft 18.2ii.
18.4 Beispiele

A) Seien &, &1,&2,... unabhingige Zufallsvariablen, F|{;| < oo fir alle ¢ > 0, F, =
o(&oy .-y &n)-
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a) Sei E¢ = 0 (bzw. > 0) fur alle i, X,, = & + -+ + &,. Dann ist (X, Fy,)n>0 €in
Martingal (bzw. Submartingal), denn fiir n > 0 ist

E|Xn| < Eléo| + -+ + Elén| <00,
5.12.6¢,B.12.5
E[Xp41|Fn] = E[Xp|Fa] + El6na|Fa] 7= X + Ebgn = (2)Xa0
b) Sei B¢ = 1firallei, X, =& & - - &n- Dann ist (X,,, F,,)n>0 ein Martingal, denn
fiir n > 0 ist

E[Xn| = El&o| - - - Elén| <00,

S.12.7 B.12.5
E[XnJrl‘Fn] — E[Xn . £n+1’fn] - Xn . E[€n+1‘fn] =" Xn . E£n+1 - Xn .

B) Seié € Lh, (Fn)n>o eine Filtration, X, := E[(S!}"n]. Dann ist (X, F,)n>0 ein Martingal,

denn fiir n > 0 ist

5.12.6d
ElXa| < E[B[¢||F]] = El¢] < o0,

ElXa| B = B [Ble|Ful|F.] “2° Ble[ ] = X,

18.5 Satz (Martingaleigenschaften von Partialsummenprozessen)
Seien (&, )nen u.i.v. integrierbare Zufallsvariablen mit Erwartungswert 0 und Sy, :== Y &.
Dann sind die folgenden Prozesse Martingale:

i) (Sn)nen, selbst.
i) (52 = nV(&1))nen,, falls & € L3,
(M,

i) (ME)nen,, wobei MY = exp (S, — ny(«)) fiir jedes a € R, fiir das

Y(a) :=log E[e®1] < oo.

Beweis:  Ubung! a

18.6 Lemma (Konvexe Transformation von Submartingalen) Sei / C R ein (nicht not-
wendig endliches) Intervall, ¢ : I — R konvex. Sei X = (X, Fp)nen, ein Submartingal
mit Werten in I, und seien die ¢(X,,) € L.

Ist a) ¢ nicht fallend, oder b) X ein Martingal, so ist p(X) = (p(Xy), Fn)nen, e€in
Submartingal.

Beweis:  Mit X, ist auch ¢(X,,) bzgl. F,, messbar. AuBerdem folgt aus der bedingten Jen-
senschen Ungleichung

> p(X,) imFalla)

E[‘P(Xn-&-l)‘}-n] = (E[X”"'l“/r”]) {: ©(X,) imFallb).

Die bedingte Jensensche Ungleichung kann &hnlich wie die gewohnliche bewiesen werden.
Wenn fiir die bedingte Erwartung bzgl. einer o-Algebra F,, eine regulire bedingte Wahrschein-
lichkeitsverteilung K r, (w, .) existiert, so folgt sie direkt aus der iiblichen Jensenschen Unglei-
chung:

S.1 Jensen

Blp(Xns1) | Fal@) "2 B o) le(un)] = @ (Biy, o)X
= ¢ (B Xas1 | F]) -
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O

18.7 Beispiel Ist X = (X,,, Fp)nen, ein Martingal, so sind |[X'|P = (|X,|P, Fp,)nen, fir
p>1, X" = (X;], Fo)nen, und X~ = (X, Fn)nen, Submartingale. Das folgt aus dem
vorhergehenden Lemma fiir p(z) = |z|P, 2", z~. (Fir X bleibt die Aussage sogar richtig,
wenn X nur ein Submartingal ist.)

Die Bedeutung von Martingalen in der Stochastik liegt zu einem grofen Teil darin, dass man
aus einem gegebenen Martingal auf vielféltige Weise neue Martingale und Submartingale ge-
winnen kann. Lemma 18.6 war ein erstes einfaches Beispiel dafiir. Fiir die Theorie und die
Anwendungen von Martingalen von zentraler Bedeutung ist die Transformation durch Stopp-
zeiten.

18.8 Definition (Stoppzeit, Abbruchregel) Sei (F,,),cn, eine Filtration. Eine Abbildung T :
Q2 — N U {oo} heiit Stoppzeit (bzgl. (F,)nen,). falls

{r<n}={weQ:r(w)<n}eF, VneNy.
18.9 Bemerkung Es gilt
{r=n}eF, und {7 <n} {7>n}eF, firallen,
denn

fr=n}={r<m\{r<n—1},
{r<n}={r<n—-1} und {r>n}=0\{r<n}.

18.10 Beispiel Ist (X, F,,)nen, adaptiert und B C R messbar, so ist
g :=inf{n >0:X,, € B} (75 =400, fallsVn>0: X, ¢ B)

eine Stoppzeit, die Zeit des ersten Eintritts in B, denn {75 < n} = {J,_,{Xx € B} € F.
Es gilt sogar mehr: Sei 7 eine beliebige Stoppzeit bzgl. (F,,)nen,. Dann ist auch

8 = inf{n > 7: X, € B}

eine Stoppzeit, denn

(fP<ny= |J (xveBy=J U {r=jin{XrxeB}eF,..

keN ieNg keNg
T<k§0n JE0 j<k<n €FjCFn €FLCFn

18.11 Lemma Sind 11, 72 Stoppzeiten, so auch 11 A\ 15 := min{7y, 72 }.
Beweis: {11 A1 <n}={n <n}U{n <n}eF,. O
18.12 Definition Ist 7 eine Stoppzeit bzgl. (F,,)nen,. S0 heiBit

Fr={Aec A: An{r <n} e F, firallen € No}

die o-Algebra der T-Vergangenheit.

18.13 Lemma a) F ist tatsidchlich eine o-Algebra.
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b) X ist messbar bzgl. F.

c¢) Sind o und T Stoppzeiten bzgl. (Fy,)nen, und isto < 7, so ist F, C F.
Beweis:

a) Ubung.

b) Fiir B € B und n € Ny ist

n

{X;eB}n{r<n}= U{T:k:}ﬂ{XkEB}E O}"k:]:n,
k=0 k=0

also { X, € B} € F,.
¢) Sei A € F,;,n € Ny. Dann ist
An{r<n}=An{o<n})n{r<n}eF,,

also A € F,.

18.14 Satz (Diskretes stochastisches Integral)
Sei X = (X, Fn)nen, ein (Sub-)Martingal.

a) Seien H,, beschrinkte, nicht negative J,,_1-messbare Zufallsvariablen (n = 1,2,...). Set-
ze

n
Yo = Xo, Yng1 = Yo + Hop1 (X1 — X0) , also Y, = Xo+ > He(Xp — Xp—1) -
k=1

Dann ist (Y, Fn)nen, ein (Sub-)Martingal. Y, ist das diskrete stochastische Integral von
H bzgl. X und wird mit (H - X),, bezeichnet. Ist X ein Martingal, so kann auf die Nicht-
negativitdtsannahme an die H,, verzichtet werden.

b) Sei T eine Stoppzeit bzgl. (Fy,)nen,- Dann ist der gestoppte Prozess (X an, Fran)neN, €in
(Sub-) Martingal.

Beweis:

a) DieY,, sind offensichtlich adaptiert, und da die H,, beschrinkt sind, sind die Y;, integrierbar.
SchlieBlich ist

E[YnJrl ’fn] = Yn + Hn+1(E[Xn+1 ’fn] - Xn) > Yn
mit Gleichheit, falls X ein Martingal ist.

b) Setze Hy, := 1{;>,). Dannist H,, = 1 — 14,<,,_1} Fp—1-messbar und (H-X)p = Xrpn,
denn (H - X)o = Xo = X0, und induktiv folgt

X falls T <n

( Y+l an + Lrsni1} (Xns n) {Xn+1 falls7 >n+1

= ArA(n+1) -
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Beachte nun, dass die 7An wegen Lemma 18.11 Stoppzeiten sind und dass (X xn, Fran)neN,
wegen Lemma 18.13b) und c) ein adaptierter Prozess ist. Es bleibt die (Sub-)Martingaleigenschaft
zu zeigen: Da F 5, C F;, wegen Lemma 18.13c), ist

E [XT/\(TL-‘,-I) | fT/\TL] =F [E[X’r/\(n—l—l) | ]:n} | f‘l‘/\n]
= E[E[(H‘X)n-i-l ‘ ]:n] | ]:T/\n]

>

B X)0 | Fornl
- E[f’r/\n ‘ Jr’r/\n]

= JTAn

wobei fiir die letzte Gleichung Lemma 18.13a) benutzt wurde.

18.15 Satz (Optionales Stoppen, einfachste Version)
Sei X = (X,,, Fn)nen, ein (Sub-)Martingal und seien o < 7 beschrinkte Stoppzeiten bzgl.
S)

(Fn)nen,- Dann ist X, = E[XT‘]:G],

Beweis: Seio <71 < M < oo. Dann sind
| X0, | X-| < max{|Xy|,...,|Xul} € L.
Setze Hy = 1ig>py, Hy = 17opy. Bsist0 < Hy — Hp = 1, <7y < 1, also
(H™ = H%)- X), = Xo = (H™ - X)o = (H - X)o = Xyan — Xonn = Xy — X,

fallsn > M. (Esist (H"-X),, = XA, wie im Beweis von Satz 18.14b.) Da ((H™ — H?) - X)
nach Satz 18.14 ein (Sub-)Martingal ist, erhélt man

|- E[Xo) € B[(H - H7) - X),] - E[Xo]

E[X;| - E[X,|=FE[(H" - H?) X),

= FE[Xy] — E[Xo]=0.

(*)

Betrachte nun ein beliebiges B € F, und setze 6 := olp + M1pe, 7 := 71 + M1pgec.
Dann sind 6 < 7 < M Stoppzeiten, denn

sy Bn{oc<n} (n<M)
Tsm=1q (n> M)

gehort zu F,.

Wendet man (*) auf ¢ und 7 an, so erhilt man

A

)

E[Xng —I-XMch] = E[X&] E[X;—] = E[XTlB +X]V[1Bc] ,

so dass F [X,15] = [X-1p]. Da das fiir alle B € F, gilt, folgt X, = [ X |Fs]. siche
Lemma 12.4b. O
Eine erste Anwendung dieses Satzes ist der Beweis der folgenden Maximalungleichung.
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18.16 Satz (Maximalungleichung)
Sei (X, Fn)nen, ein Submartingal. Dann gilt fiir jedes N € Ny und jedes A > 0

2 P{ max X, > /\} <A E|Xy] .
0<n<N

b) Ist (X,, Fn)nen, sogar ein Martingal, so gilt auch

P{ min X, < )\} <\ IE|Xy|.
0<n<N
Die Wahrscheinlichkeit, dass der Pfad (X, )nen, das Intervall [—\, \] bis zur Zeit N ver-

lasst, kann also allein aufgrund der Martingaleigenschaft und der Kenntnis von E|X |
abgeschitzt werden.

Beweis: a) Sei

min{n < N: X, > A} falls diese Menge nicht leer ist,
7_ ==
N sonst.

7 < N ist eine Stoppzeit (siehe Beispiel 18.10). Daher folgt aus Satz 18.15, dass
E [XN] > E [XT] =F [XT 1{maxn XnZA}] +F [XT 1{maxn Xn<>\}]

> AP {mrzlxxXn > /\} +FE [XN Limaxp Xn<>\}] .

Daher ist
P {maxXn > )\} <AE [ XN L max, xoo0y] < BIXn| .
2 >

b) Ist (X, Fn)nen, ein Martingal, so folgt b) direkt aus a), denn dann ist auch (—X,,, F, )nen,
ein Martingal, so dass

P{min X,, < —A} = P{max(—X,) > \} <A\ 'E| - Xy| = A E|XN]|.




Kapitel 19

Der Martingal-Konvergenzsatz

Das Hauptergebnis dieses Kapitels ist Doobs Konvergenzsatz fiir (Sub-)Martingale mit Index-
menge Nj.

19.1 Satz (Martingal-Konvergenzsatz)
Sei (X, Fn)nen, ein Submartingal und gelte

sup E[XT‘H <400
nENg
Dann existiert X o, := lim,,_, X, fast sicher und E|X | < 0o, also insbesondere | X | <

oo f.s. Genauer: X, := lim,_,oc X, wo immer der Limes existiert und X, := 0 sonst.
Damit ist X, messbar bzgl. Fn, := (UneNO Fn)-

Man beachte, dass zwar X, € E};, aber trotzdem die Konvergenz X,, — X, nur fast
sicher und nicht in C}D gilt. Die damit verbundenen Schwierigkeiten bei der Interpretation des
Martingal-Konvergenzsatzes soll das folgende Beispiel illustrieren.

19.2 Beispiel Seien &1, &9, . .. unabhanglge Zufallsvariablen, die die Werte &, = 2 + S und
&, = 0 je mit Wahrscheinlichkeit 5 annehmen, wobei o > 0. Sei F,, = o(&, ... ,fn) und
Xy = [1r—; &- Xy kann als Guthaben eines Spielers zur Zeit n interpretiert werden, der bei
einem fairen Miinzwurfspiel alles setzt und diesen Einsatz entweder verliert oder ihn etwas
mehr als verdoppelt. Dann ist (X,,, 7y, )n>1 ein Submartingal. In der Tat ist E[Xn+1}.7-"n} =
Xn-(1+ ™ +1)2) > X, mit strikter Ungleichung, falls « > 0 und X,, > 0. Ein Spieler, der
im Fall « > 0 immer nur einen Schritt in die Zukunft schaut, mag versucht sein, endlos zu
spielen, da das erwartete Guthaben E[X 41 ‘Fn] nach dem néchsten Spiel immer echt groer
als sein gegenwirtiges Guthaben ist (solange er iiberhaupt noch ein Guthaben hat). Trotzdem
ist natiirlich X, = lim,_,. X, = 0 f.s., d.h. der Spieler verliert mit dieser Strategie fast
sicher sein gesamtes Guthaben. Beachte auch, dass

1< E[X]]=E[X :ﬁ 1+k2 Sﬁ

fiir alle n ist, so dass die Voraussetzungen des Martingal-Konvergenzsatzes erfiillt sind.
Im Fall o = 0 liegt ein Martingal vor, und man hat es mit einer fairen Spielstrategie zu tun,
die den Martingalen ihren Namen gegeben haben mag. Im Provenzalischen heif3t diese Strate-
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gie beim Roulettespiel “jouga a la martegalo”, wie man im Buch Wahrscheinlichkeitstheorie
von Bauer auf Seite 144 nachlesen kann, wo auch noch weitere Hinweise zu finden sind.

Den Beweis des Martingal-Konvergenzsatzes bereiten wir mit einer Bemerkung und einem
Lemma vor.

19.3 Bemerkung (Absteigende Uberquerungen (“downcrossings”)) Sei X' = (Xn, Fn)neNo
ein Submartingal. Fiir a, b € R mit ¢ < b definieren wir induktiv Zufallsvariablen

721:inf{k€N0:Xk>b},
?innf{kENo:k>7A'1:Xn<a},

’f‘2n+1 = inf{k ENg: k> To,: Xi > b},
’f‘2n+2 = inf{k ENp:k>Topgr: X < a},

wobei inf () = oo gesetzt wird. Wegen Beispiel 18.10 sind die 7;, Stoppzeiten.
Fiir festes N € Ny setze nun 7, := 7,, A IN. Die 7, sind dann wegen Lemma 18.11 auch
Stoppzeiten. Setze
D(N,[a,b]) :=sup{n: m, < N}.
D(N, [a,b]) ist die Anzahl der Male, die der durch (1, X;),...,(IN — 1, Xy_1) definierte
zufillige Polygonzug das Intervall [a, b] “von oben nach unten” iiberspringt (“downcrossings”).

Xy

In diesem Beispiel ist D(N, [a, b]) = 2 (nicht =3!).

Daher ist
D(N,[a,b]) = maxN (n . 1{T2n<N})

n=1,...,
messbar, so dass auch
D([a,b]) :=sup{D(N,[a,b]) : N € No}

messbar ist.
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19.4 Lemma (“Downcrossing”-Ungleichung) Sei (X,,, F,,)nen, ein Submartingal. Dann gilt
fiir jedes Intervall [a, b]

(b—a)- E[D(]a,b])] < sup E [(Xn - b)+] )
n€eNy
Beweis:  Es reicht offensichtlich, diese Ungleichung fiir alle £ [D(N, [a, b])] zu zeigen. Seien
die 7, wie in Bemerkung 19.3. Setze Ay := {7 < N}. Dannist Ay 1 C Ay und Ay = 0 fiir
k > N. AuBerdem ist A;, € F,,, denn fiirallen < N ist Ay N {7, = n} = {7, =n} € F,
und fiirn > Nist Ay N {r, =n} =0 € F,.
Da X, , > bauf Ag,_;und X,,, < aauf Ay,, konnen wir folgendermaf3en abschitzen:

S.18.15
0< / (X, , —b)dP < / E [Xr,, = b|Fry,_,] dP
Aop_1 Aop_1
— [ Xn -paP<(a-b P+ | (Xp,, — b) dP
Agn 1 A2n71\A2n

Da 7o, = N auf A§ , folgt

(- ) Plz,) < | (Xy —b) dP
A2n 1\A2n

und daher
E[D(X, N, |a,b])] ZP Z (A2n)
= 72n<N n=1
JR— /
< (Xy —b) dP
b —a 7;1 A27L—1\A2n
1
< Xy —0b)T dP
<o [ v -ntap,
da die Mengen Asg,,_1 \ Asg, paarweise disjunkt sind. O

Beweis von Satz 19.1:  Es ist

{ X, konvergiert nicht} = {lim inf X,, < limsup Xn} = U {lim inf X,, < a < b < limsup Xn}
n—00 n—00 abeQ n—o0 n—00
a<b

und
{limiann <a<b< limsuan} C{D(X,[a,b]) = 0} .

n—oo n—00
Dabei ist P({D(X, [a,b]) = o0}) =0, da

ED@,[a,b) <

sup B [(X,, —a)t] < % (\a!—i—supE[X ]> < 00.

—a n

Also existiert X, = lim,,—,c0 X, f.s., und aus dem Lemma von Fatou folgt

n

E|Xo| <liminf E|X,| <sup E[2X, — X, | < 2sup E[X,]] — E[X] < o0
n—00 n N—_———

=|Xn|

denn E[X,] > E[X], weil X ein Submartingal ist. O
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19.5 Korollar a) Ein nach oben beschrinktes Submartingal (X,,, Fy)nen, konvergiert fast
sicher.

b) Ein nach unten beschrinktes Martingal (X,,, F,, )nen, konvergiert fast sicher.

Beweis:  a) folgt direkt aus Satz 19.1, und fiir b) beachte, dass (—X,,, F, )nen, €in nach oben
beschrinktes Martingal ist. O
Als erste Anwendung betrachten wir das Martingal E'[¢|F,,]| aus Beispiel 18.4B.

19.6 Satz (Konvergenz bedingter Erwartungen)
Sei & € LL, (Fp)nen, eine Filtration, Foo = o (UnENo .7:”). Dann konvergiert E[d]—"n] —
E[¢|Fx] fast sicher und in L},.

Zum Beweis bendtigen wir folgendes Lemma.

19.7 Lemma (Gleichgradige Integrierbarkeit bedingter Erwartungen) Sei ¢ € £1. Dann
ist die Familie
{Xg = E[¢|G] : G C F Teil-o-Algebra}

gleichgradig integrierbar.
Beweis:  Sei G eine Teil-o-Algebra von F und a > 0.

S.1

.12.6d
/ xglap Z / E[j¢l[g] dP=/ € dP
{|IXg|>a?} {|IXg|>a?} {|IXg|>a?}

- / €]dP + / € dP
{IXg|=>a?}n{|¢|<a} {IXg|>a?}n{|¢|>a}

a- P{|Xg| > a2}+/ € dP
{¢|>a}

IN

-
<% E|Xg|

1
LB+ [ el
a {l§|>a}

—=0 (a— o0)

IN

gleichmiBig in G. 0

Beweis von Satz 19.6:  Sei X, := E[f‘]—"n]. Nach Beispiel 18.4B ist (X, F)neN, €in Mar-
tingal, und wegen des vorhergehenden Lemmas sind die X,, gleichgradig integrierbar. Ins-
besondere ist auch sup,, F [X;'] < oo. Daher kann man den Martingal-Konvergenzsatz 19.1
anwenden, so dass X, := lim,,_,~, X, fast sicher existiert. Setze X, = 0, wo dieser Limes
nicht existiert. Dann ist X, bzgl. F, messbar. Die E};—Konvergenz folgt aus Satz 6.21. Bleibt
zu zeigen: X, = E[&]}"oo]. Fir A € F,,und m > n > 0 ist

/AdeP:/AE[g}fm]dP:/Agdpz/AE[ﬂfoo]dP

XoodP = lim X dpP = /Egyf
A

m— 00

also

undda Fo =0 (U ]:n), folgt Xoo = E| 5‘]—'00 aus Lemma 12 .4c. O

n&eNp
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Der Martingal-Konvergenzsatz garantiert, dass der fast sichere Grenzwert Xoo = limy,_, o0 X5,
integrierbar ist. Trotzdem liegt, anders als im gerade bewiesenen Satz, im Allgemeinen keine
L'-Konvergenz vor, wie schon Beispiel 19.2 zeigte. Die Frage, wann Submartingale in £
konvergieren, klart der folgende Satz. Seine Aussage iii) zeigt, dass in Satz 19.6 schon der
allgemeine Fall eines £!-konvergenten Martingals behandelt worden ist.

19.8 Satz (£'-Konvergenz und gleichgradige Integrierbarkeit)
a) Sei X = (X, Fn)nen, ein Martingal und gelte sup,,c, E [X,;f] < 4o00. Seien X, und
Foo Wie in Satz 19.1. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
i) (Xn)nen, ist gleichgradig integrierbar.
i) limpo0 E| Xy — Xoo| = 0.
i) X 1= (X, Fn)o<n<oo ist ein Martingal, d.h. X,, = E[X, | F,] fiirallen € N.

b) Ist X nur ein Submartingal, so gilt i) < ii) = “X ist ein Submartingal”.

Beweis: 1) < ii): Folgt aus Satz 6.21.
ii) = iii): Aus Satz 19.1 folgt, dass E|X | < oo und dass X, bzgl. Fo, messbar ist. Au-
Berdem ist fiir jedes k € Ny

_ _ 7 Fatou .

E [(E[Xoo\fk] ~ Xy) ] —E [ lim (E[X,|Fi] — Xp) } < liminf E [(E[Xn]}"k] ~ Xy) }
n—00 n—00

und (E[Xn‘]-'k] — Xk)f = 0 (n > k) gilt sogar fiir Submartingale. Also ist E[Xoo‘]-"k] > X,

und fiir Martingale folgt die umgekehrte Ungleichung durch Betrachtung des Submartingals

—-X.

i) = ii): Da Xy € E}D und X,, = F[X ‘]—"n] nach Voraussetzung, folgt das aus Satz 19.6.

Od

19.9 Korollar Jedes gleichgradig integrierbare Submartingal (X,,, F,,)nen, konvergiert fast
sicher und in L}

Dieser Satz hilft uns, einen erweiterten Satz {iber optionales Stoppen zu beweisen. Anders
als in Satz 18.15 miissen die Stoppzeiten nicht mehr beschriinkt sein.

19.10 Satz (Optionales Stoppen)

Seien o < 7 fast sicher endliche Stoppzeiten bzgl. (Fy)nen, und sei X = (X, Fn)nen,
ein gleichgradig integrierbares Submartingal. Dann ist X, € L’}D und X, < FE [XT‘J-"U] mit
Gleichheit, falls X ein Martingal ist.

19.11 Bemerkung Ohne die Annahme der gleichgradigen Integrierbarkeit wire dieser Satz
falsch. Betrachte z.B. das Martingal (X,,, Fp, )neng, WO Xy i= [ &, Fn := (&1, .., &n)
mit unabhéngigen, identisch verteilten &;, P{¢, = 0} = P{{ = 2} = 5. Dannist 7 :=
inf{n > 0: X,, = 0} > 1 eine fast sicher endliche Stoppzeit, aber E[X,| =0 # 1 = E[X;].

Beweis von Satz 19.10:  Wir beweisen den Satz hier nur fiir Martingale.
Da X gleichgradig integrierbar ist, ist X,, = E[Xoo|Fy] (Satz 19.8). Sei Y, := E[Xoo|Fran].
Dann ist auch (Y,)nen, gleichgradig integrierbar (Lemma 19.7) und Y,, = X p, denn fiir
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AE]‘—T/\H ist

Xy pn dP = / XpdP = / Xoodp_/Xoodp'
A ' kZ:O Aﬂ{T/\n:k} ;) An{rAn=k} A

€FL

Da X;,, — X, fs.und da X,,, = Y, f.s. und in £! konvergiert (Satz 19.6), konvergiert
auch X, p, — X, in CL.
Seinun A € F, und 4,,, := AN{oc < m}. Dannist A,, € Fypm, denn fiir n > 0 ist

ANn{o <m} € F, C Fy, falls n > m

Anp,N{ocAm<n}=
{ ) {Aﬂ{agm}ﬂ{agn}:Aﬂ{agn}Efn, falls n < m.

Es folgt

X, dP = lim Xopn dP 525 lim / Xypn dP = / X, dP
Am, n—oo Am n—oo Am, Am,
und da lim,, oo P(A\ A;,) = 0, folgt [, Xo dP = [, X dP, also X, = E[XT’}"U]. O

Eine andere Verallgemeinerung des optionalen Stoppens mit beschriankten Stoppzeiten ist
die Wald’sche Gleichung.

19.12 Satz (Wald’sche Gleichung)
Seien &1, &2, . .. unabhiingige identisch verteilte integrierbare Zufallsvariablen, Fy = {(), Q},
Fn=0(&1,...,&,) und T eine Stoppzeit zur Filtration (F,,)n>0. Ist E[T] < 00, so folgt

Elgi+---+&] = Elr]- El6].

Beweis:  Sei X, := & + -+ + &, — nE[&]. Dann ist (X,,, Fp,)n>0 ein Martingal (Beispiel
18.4A). Aus Satz 18.15 folgt EX n, = EX1 = 0, also

B[+ + &) = E[r An]- E[&] (*)

Sind die &; > 0, so folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz

Elgi+ - +&])=supE[&1+ -+ &an) =supE[r An] - E[&] = E[r] - E[&1] < 0.

Fiir allgemeine &; folgt insbesondere, dass F [|€1] + -+ + |¢-|]] = E[7] - E[|€1]] < oo, also
|61+ +&an] <&+ + 6] € ﬁ}g fiir alle n, so dass aus (*) und dem Satz von der
majorisierten Konvergenz folgt

El& +--+&] ani_{IoloE[& + 4+ &ranl :nﬁ_%loE[T/\n] -El&] = E[7]- El&] .



Anhang A

MabBtheorie

A.1 Beispiel (Intervalle im RF)

Q=RFS=TF:={(a,b]: —0 < a<b< +oo} mit (a,b] := {z € R¥: a < z < b}.
Dabei sei z < y fir z,y € R, falls ; < y; furalle i = 1,...,k und es sei z < y, falls

z <yundz #&. Die weiteren Ordnungssymbole werden analog benutzt. (a, b \ (¢, d] kann
als disjunkte Vereinigung von hochstens 2k k-dimensionalen Intervallen geschrieben werden.

A2 Lemma Ist (A;);cs eine Familie von (o)-Algebren, I eine beliebige Indexmenge, so ist
;e Ai eine (0)-Algebra.

Beweis:
A Viel: Qe A, — QEﬂieIAZ'
A3o)

VneN:AneﬂAz-:> VnVi: A, € A; 2% Vi:UAneAi
n=1

i€l
- U A, € m A;
n=1

el
A2), A3) dhnlich.

A.3 Lemma Ein N-stabiles Dynkin-System D ist eine o-Algebra.
Beweis:

Al) D1 v

A2) QeD = A°=Q\AecDfirAdeD.

A3) ABeD=—=AUB=AUY(B\(ANB))eD.

A30) A, €D (n > 1) 22 B, =l A €D >0 = U, 4, =, (B,
By—1) € D wegen D3.
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A.4 Satz (Dynkin-System / o-Algebra)
Sei C C B(Q) N-stabil. Dann ist 0(C) = D(C).

Beweis:

“2”: ¢(C) ist ein Dynkin-System und C C o (C). Also D(C) € D(c(C)) = o(C).

“C” Dac(C) C o(D(C)), reicht es zu zeigen, dass D(C) eine o-Algebra ist, denn dann ist
o(D(C)) = D(C). Also ist zu zeigen, dass D(C) N-stabil ist (Lemma 1.15): Fiir C' € D(C) sei

De:={Ae€D({C): ANC e€D(C)} (Beachte: A € Do <= C € Dy)
Wir zeigen zunichst, dass D¢ ein Dynkin-System ist:
D1) QNC =C € D(C),also Q2 € De.
D2) A,B€Dc,ACB= (B\A)NC=(BNC)\(ANC)eD(C),also B\ A € Dec.

D3) A, € D¢ (n > 1) paarweise disjunkt = (|77, A,) NC = 721 (4, NC) € D(C),
also )72 € Dc.

Die N-Stabilitit folgt nun aus folgenden drei Uberlegungen:
> Ist G € C,soist C € D¢ furalle C € C, also C C D¢ und damit D(C) C D(Dg) = Dg.

> Sei B € D(C)und G € C. Dann ist B € D¢ und damit G € Dp fiir alle G € C. Es folgt:
C CDp,alsoD(C) C Dp.

> Sind nun A, B € D(C), so folgt A € Dp,d.h. AN B € D(C).

A.5 Satz (Lebesgue-Stieltjes Inhalt)
Sei B = o(T') die Borel-o-Algebra auf R und sei F' : R — R monoton wachsend und
rechtsseitig stetig (d.h. limy |, F'(t) = F(x) fiir alle ). Dann wird durch

Ar((a,0]) := F(b) — F(a)
eine additive und o -subadditive Mengenfunktion auf dem Halbring Z' definiert.

Beweis:  Additivitit: Seien A; = (a;,b;] € Z (i = 1,...,n) mit A; N A; = 0 fiir
7 7é 7.0B.dA.seia; < b <as < b <--- < ap < by Da U?:l A;, € T, folgt b; =
az,...,bn—1 = an, also J;_, A; = (a1, by]. Daher

n n
Ap <U Ai> =F(by) — Fla1) =Y _(F(bi) — F(a;)) = > Ap(4i).
i=1 i=1 i=1
Die endliche Subadditivitit folgt nun aus Lemma A.6.
o-Subadditivitit: Seien nun (a,b], (an,b,] € Z (n > 1) und (a,b] € UpZ,(an, byl
O.B.dA. a < b. Sei ¢ > 0. Da F rechtsseitig stetig ist, gibt es 9,5, > 0 derart, dass
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F(a+9) < F(a)+ eund F(b, + d,,) < F(b,) + €27™ fiir alle n > 1. Es folgt
[a+8,b] C U (an,bp + 6n)

=—3Im >0:[a+0b C U (G, by + 0y)  (Kompaktheit)
n=1

—F(b) — F(a+0) = Ap((a+6,]) < Z AF((@n, b +6,)) =Y (F (b + 6n) — Flan))
n=1 n=1

(endliche Subadditivitét)
= F(b) — F(a) — €< > (F(bn) — F(an)) + €
n=1

Da e > 0 beliebig war, folgt Ar((a, b]) < > 07 Ap((an, b))

A.6 Lemma Sei S ein Halbring, j : S — [0, +00] additiv. Dann gilt:
i) A,Be S, AC B = pu(A) < u(B) (Monotonie)
ii) w ist endlich subadditiv.
Beweis:
i) B\ A=}, A, fiir paarweise disjunkte A; € S. Daher:
w(B) = p(AYU AL Y. YU Ap) = p(A) + p(A1) + -+ + p(An) = p(A)
ii) Betrachte zunichst den Fall A = |J;"_; A;. Fiir jedes A; gibt es C’il, cen Cf i e S, s0dass

A\A; =Clu...uCk, Setze C? ::Ai.DannistA:U;?i:OCij (t=1,...,n). Setze
C:={CI'"n---NCyr:0<ji<k(i=1,...,n)}undC;:={Se€C:SC A;} Damn

ist
A=Js, A=Js@i=1...n)
SeC Sec;
und .
c=Jacs.
=1

Da auBerdem p(S) > 0 fiir jedes S € S, folgt aus der endlichen Additivitit von p auf S

=D S <D D ulS) =Y A
=1

SeC 1=1 SeC;

Ist nun A eine echte Teilmenge von U:‘L:J A;, sosetze A, = AN Ai; Dann sind die 4; € S
und A = [J | A;. Also: p(A) < >0 u(A;), und aus Teil 1) folgt pu(A;) < p(A;) O
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A.7 Satz (Konstruktion duBSerer Maflle)
SeiC C P(N), 0 € C, und sei p : C — [0, +00] eine Mengenfunktion mit p()) = 0. (Z.B.
kann C ein Semiring sein.) Fiir A C ) setze

p*(A) := inf {Zp(cn) tAC | JCnCne cvn} .
n=1 n=1

(Falls keine abziihlbare C-Uberdeckung von A existiert, heiBt das p*(A) = +00.)
Dann ist p* ein dulleres Mab3.

Beweis:  p*(0) = 0 ist klar. Wir zeigen die o-Subadditivitit von p*: Sei A C (J;; A4,. Ist
p*(Ay) = oo fiir ein n, so ist p*(A) < 00 =Y 7| p*(A,). Also kénnen wir annehmen, dass
p*(Ay) < oo fiir alle n.

Sei € > 0. Zu jedem A, gibt es eine Uberdeckung A,, C [J7; C* mit C¥ € C und

o0
Zp (CF) < p*(An) + 27"
k=1

Es folgt:

dh. p*(Un2y An) <307, p*(Ay) + €. Lasse nun € — 0 gehen. 0

A.8 Satz (Carathéodory)
Ist p/* ein duBeres MaB auf (2, so ist M (u*) eine o-Algebra, und die Einschrinkung von p* auf
M(p*) ist ein MabB.

Der Satz ist eine sofortige Konsequenz der folgenden drei Lemmata:

A9 Lemma Ist u* ein duBeres MaB, so ist M (u*) eine Algebra.
Beweis:
Al) Q € M(p*), denn p*(E) + p*(0) = p*(E) fir alle E C Q.
A2) Ae M(p*) <= A°e M(p*) v
A3’) Wir zeigen, dass mit A, B € M(u*) auch AN B € M(p*): Sei E C 2. Dann ist
p((ANB)NE)+p (ANB)°NE)
=" (ANBNE)+ " (A°NBNE)U(A°NB°NE)U(ANB°NE))

Subadditivitit
T AN (BAE) + 15 (AN (BN E)) 4+ 1 (A° N (BN E)) + 1*(AN (BN E))
ASMED) (B E) + 1*(B°N E)

"(E)

"&:"&:1:

BEMu)
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A.10 Lemma Ein duBeres MaB p* ist o-additiv auf M(u*).

Beweis:  Einfache Additivitit: Seien A, B € M(u*), AN B = (). Dann ist

W(AUB) = p (AN (AUB)) + u*(A°N (AU B)) da A€ M(y")
— u*(4) + 1" (B)

Die endliche Additivitit folgt daraus durch Induktion, da M (u*) eine Algebra ist (Lemma
A9).
o-Additivitit: Seien A, A, € M(p*), A = ;2| Apn. Firm > 0 ist

n=
m m
Do (dn) M (U An> <@
n=1 n=1
Es folgt pi*(A) > > 7% | *(Ay), und die umgekehrte Ungleichung folgt aus der o-Subadditivitiit
des duBeren MaBies p*. O
A.11 Lemma Ist pi* ein duBeres MaB, so ist M(u*) eine o-Algebra.

Beweis:  Da M(u*) eine Algebra und damit N-stabil ist (Lemma A.9), folgt aus Satz A.4
dass D(M(u*)) = o(M(u*)). Es reicht daher zu zeigen, dass M (u*) ein Dynkin-System ist,
denn dann folgt M (p*) = D(M(p*)):

D1) und D2) folgen direkt aus der Algebra-Eigenschaft von M (p*).

Fiir D3) seien A,, € M(p*) paarweise disjunkt, A = (J;7 | Ay. Zu zeigen ist:

W(ANE)+ p (A°NE) < p*(E) firalle E CQ. (*)
Unter Ausnutzung von Lemma A.10 zeigen wir zunichst durch Induktion nach n:

w* (Eﬁ J Ak:) =Y W(EN A
k=1

k=1

k=1
n+1
=Y (BN A
k=1

Daraus und aus der Monotonie von p* (Bemerkung 2.21) folgt fiir alle n

P (E) = p* <Eﬂ g Ak) + " (E\ J Ak) > >t (ENA) + pf (BN A%)
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Fiir n — oo folgt mit der o-Subadditivitéit von p*:
o0
> ST W (BN AR + @ (BN A) = 1" (BN A) + p* (BN A°) |
k=1

also (*) . O

A.12 Satz (Fortsetzungssatz fiir MaBe, klassische Form)
Jeder o -stetige Inhalt ;1 auf einer Algebra A lésst sich zu einem MaB auf o (A) fortsetzen.
Ist iu o-endlich auf A, so ist diese Fortsetzung eindeutig.

Da jede Algebra insbesondere ein Halbring ist, ist dieser Satz enthalten in der folgenden, etwas
technischeren, aber flexibler anwendbaren Aussage:

A.13 Satz (Fortsetzungssatz fiir MaBe, flexible Form)

Sei S ein Halbring. ;1 : S — [0, +o00]| sei additiv, o-subadditiv und erfiille ;1()) = 0. Dann
lasst sich p zu einem MaB auf o (S) fortsetzen. Ist . o-endlich auf S, so ist diese Fortsetzung
eindeutig.

Beweis:  Die Eindeutigkeit wurde schon in Satz 2.19 bewiesen. Zum Beweis der Existenz
wird ein dulleres Mal} p* wie in Satz A.7 definiert:

= mf{zu(sn) tAC | Sn Sne svn}
n=1 n=1

Ist A € S, so folgt aus der o-Subadditivitit von p auf St p(A) < > 1u(Sy,) wann immer
A CJp2, Sy mit S, € S. Daher ist u(A) < p*(A),undda A C AUPUDU..., ist auch
(A < p(A) + p(d) + pu@) + - = u(A). Alsoist p*(A) = u(A) fir A € S.
Bleibt zu zeigen, dass S C M (u*). Denn dann ist auch o(S) € M (p*), und da nach Satz
A8 pu* ein MaB auf M (p*) ist, ist 4”5 (s) ein MaB auf o(S), das auf S mit p iibereinstimmt.
Seien also A € S und F C () beliebig. Zu zeigen:

w(ENA)+p (BN A% < p'(E) . (**)

Sei 0.B.d.A. u*(F) < oo. Dann gibt es zu € > 0 Mengen E,, € S mit

(e.) [o¢]
EC|JE, ud > uE,) <p*(E)+e.
n=1 n=1

Da S ein Halbring ist, gilt fiir allen € N
B, =FE,NAcS,

Mn
E,\N\A=E,\ B, = U C* fiir geeignete C* € S.

k=1
Also:
o0 Mp
ENAC UBn, ExAcC |k
n=1k=1

En:BnuUij,
k=1
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so dass aus der Definition von p* und aus der endlichen Additivitit von p auf S folgt:

pENA) +p (ENA) <Y u(Ba)+ > > u(C)
n=1 n=1k=1
= ST W(EL) < 1(B) +e.
n=1
Mit € — 0 folgt daraus (**). O

A.14 Satz (Approximationssatz fiir MaBe)
Seien S und p : S — [0, 0c| wie in Satz 2.26, j o-endlich.

a) Zu A € M(u*) und € > 0 gibt es eine Folge S1, Ss,--- € S paarweise disjunkter Mengen
mit AC ;2 Spundp (U2, Sn\A) <e.

b) Zu A € M(p*) mit u(A) < oo und e > 0 gibt es eine endliche Folge Si,...,S, € S
paarweise disjunkter Mengen mit pu (AAJ;_; Sk) < e.

c) ZuAe M(p*)gibtesA_ Ay € o(S)mitA- CAC Ay und u(Ay \ A_) = 0.
Beweis:  Sei A € M(u*).
a) Sei ¢ > 0. Da p o-endlich auf S ist, gibt es Mengen C,, € S derart, dass C,, € und

w(Cp) = p*(Cy) < oo fiir alle n. Nach Konstruktion von p* gibt es zu jedem n Mengen
BE € S mit

ConAC|JBE wd Y 4 (Bﬁ) < H(CrNA) 4 €27 = W(Cy N A) + €27, (%)
k=1 k=1

Wir nummerieren die Mengen B* zu einer Folge (B;), um und konstruieren daraus eine
spezielle Uberdeckung von A durch paarweise disjunkte Mengen aus S: Sei Ry, = By,
Ry = By \ B; = By \ (R1 N By), und fiir allgemeine ¢ sei

Royr = Begr \ (U Rr N BZ+1> :

k=1

Die R, sind paarweise disjunkt, und man iiberlegt sich leicht (Induktion, Ubung!), dass
jedes Ry endliche disjunkte Vereinigung von Mengen aus &S ist. Daher gibt es 57,55, €
S derart, dass

C_3

o0 o0 o0
A=J@CnnAa)c|UB=JR=]S5;
(=1 j

n=1 (=1 j=1
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und

p (st\A)

[
=
o~
NG
=
—
s
N———
AN
=
~
3
1C3
ol
18
W
SIS
—
2
D)
=
N———
N———

wobei (*) fiir die letzte Ungleichung benutzt wurde.

b) Da p(A) < oo, istauch i (U;’il Sj> < pu(A) + € < 0o, und es gibt ein m > 0 derart, dass
> ieme1 1(Sj) < e Also:

M(AAOSJ) <,u( Cj Sj) -l-/L(E.ij\A) < 2e,
j=1 Jj=m+1 Jj=1

d.h. Aussage b).

c) Wegen a) gibt es zu A € M (u*) eine Folge von Mengen A,, € o(S) mit A C A, und
n(An\A) < L Fir Ay == (2, Ay istdann A C A, und p(A\A) < inf, p*(A,\A) =
0. Das gleiche Argument angewandt auf A€ liefert A_ := ((A¢)4+)¢, denn ((A°)4+)¢ C A
und (A \ ((49)4)°) = p(A N (A%)}) = p((A%); \ A%) = 0.

d



Anhang B

Integrationstheorie

B.1 Satz (Messbarkeit auf Erzeugern)

a) Seien (2, A), (€, A") messbare Riume, M’ C A’, und sei T : Q@ — . Dann ist
o(TIM) =T to(M).

b) Ist auBerdem o(M') = A" undist T~ A’ € A fiir alle A’ € M, so ist T messbar.

Beweis:

a) DaT-'M' C T lo(M') und da T~ 'o(M’) eine o-Algebra ist (Lemma 3.3), ist auch
o(T~*M’) C T~1o(M’). Fir die Umkehrung betrachte A, := {A’ € o(M') : T71A' €
o(T7IM')}. Aj ist eine o-Algebra (Lemma 3.3) und M’ C Aj). Also ist o(M’) C Aj
und daher T~ 1o(M') C T LAY = o(TIM).

b) Ist o(M’) = A, so folgt aus Teil a):
T'A =T lo(M)=a(T'M)Co(A)=A. -

B.2 Satz B
Sei f1, fo, ... eine Folge messbarer R-wertiger Funktionen auf (2, A).

a) Die Funktionen sup,, fy, inf,, fp, limsup,,_, . frn undliminf,_, f, sind messbar.
b) E :={w : lim, 00 frn(w) existiert in R} € A und 1 - lim,, oo f,, ist messbar.
Beweis:

a)

{supfngx}ZH{fnSx}GA firallex € R,
{inffnzm}ZH{fan}eA firallez € R,

limsup f,, = infsup fr, liminf f,, = sup inf fx
n—00 N E>n n—r00 n k2n

b) {limn_m fn existiert in R} € A, da die Menge folgendermalien geschrieben werden kann:

{Iim inf f, = —l—oo} U {limsup fn= —oo}
n—oo

n—oo

U ({liminf fn > —oo} N {limsupfn < —i—oo} N {limsup fn— liniinffn < O}) .

n—o0 n—00 n—00
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Dannist 1g - lim, o0 fr, = 1g - limsup,,_, ., fr messbar.

B.3 Satz
Sei (2, A) ein messbarer Raum und f : 2 — [0, +o0] messbar.

a) Es gibt eine Folge von A-Elementarfunktionen f,, derart, dass f, / f.

b) Es gibt eine Folge messbarer Mengen A,, und o, > 0 derart, dass f = 7 | anla

n*

Beweis:
a) Wihle
b = (B2 dalls k2 < Fw) < (k+1)27™, 0 < k < n2",
w) =
" n falls n < f(w) < +o0
n2n—1
= Z k27" Lipo-n<perrrya—ny + 1 Lipony -
k=0

b) Fiir jedes n ist f,+1 — fy eine endliche Linearkombination von Indikatorfunktionen. Da
fn+1 — fn = 0, zeigt man leicht, dass alle Koeffizienten nichtnegativ sind. Also ist f =
f1+ 202 (fnt1 — fn) eine Darstellung der gesuchten Form.

B.4 Satz
Seien (Q, A), (', A’) messbare Riume, T': Q@ — )’ messbar, und sei u ein MaB auf (2, A).
Definiere

poT™t: A =0, +00] durch poT Y(A)=u(TtA).

Dann ist y10 T~ ein MaB3 auf A’ (das BildmaB von i unter T). Es ist ein Wahrscheinlichkeits-
mal3 genau dann, wenn . eines ist.

Beweis:  Elementar, denn o T~ ! ist eine positive Mengenfunktion und

wo T7H(®) = u(T~(0)) = u(0) = 0

und
wer (Ua) = (Ua)) =0 (W) = Soutrtcany
n=1 n=1 n=1 =1
= Z pol 1(An)

B.5 Lemma Secien f, g, f,, nichtnegative, messbare R-wertige Funktionen.

a) Ist f =370 cila,, o €10, +00], Ay € A, soist [ fdp =31 aipu(Ay).
Insbesondere ist [ 14 dp = pu(A).

b) Aus0 < f < gfolgt0O < [ fdu < [gdp.
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c) AUSO§fn/‘ff()]gtogffndﬂ/‘ffd/"
d) Sindo, 8 € R, a, 3> 0, so gilt

/(af+5g)du=a/fdu+6/gdu-

Beweis:

a) Aus der Definition des Integrals folgt sofort, dass [ fdp > > 7" 4 aip(A;).
Wir konnen nun annehmen, dass A;U- - -UA,, = €2 (siche Bemerkung 3.11). Sei (B;) j=1,....m
eine beliebige endliche messbare Partition von {2 und seien f1,...,083, = 0 so, dass
Z;":l Bilp, < f = Yool Ist A; N Bj # 0, so wertet man diese Ungleichung
an einer Stelle w € A; N B; aus und erhilt 5; < a;. Es folgt:

> Bin(B;) = Bin(AiNBj) <> ip(A; N Bj) =Y oqp(Ai)
J 1,J 2 (

und da das fiir jede Wahl von Z;n:l Bjlp; < f richtig ist, folgt aus der Definition des

Integrals, dass [ fdu <>, aiju(A;).
b) folgt sofort aus der Definition des Integrals.
c) Wegen b) gilt

0 [ udu 75w [ fudn< [ fan.
n

Es bleibt zu zeigen: [ fdyu < sup,, [ fndu. Seialso f > Y% a;la, € E(Q,A). Zu
zeigen ist

k
ZaiM(Ai) < sup/fn dp . (*)
i=1 "
Sei 0 < € < 1. Setze u; := (1 — €)a falls oy < oo und u; := e~ ! falls o;; = co. Betrachte
w € A,
> Ista; = 0, s0istu; = 0 < f,,(w) fiir alle n.
> Ista; > 0,s0istu; < a; < f(w) = sup,, fn(w), also u; < fp(w) fiir hinreichend
groie n > np(w).

Setze nun

Am = {w cA;: fn(w) > u,} .
Dann strebt A; ,, /* A;mitn — oo fiiri =1,...,k, sodass u(4;,) 7 1(A;) (Satz 2.10).
Beachte nun, dass f,, > Zle wi - 1a,,. Wegen b) und a) folgt:

k k
/ Fudi >3 win(As) A3 wip(As) fiirn = 0o,
=1 =1

d.h.

k
sup [ fudi= Y wn4) = (1-0) Y (A + € 3 (4.
n i=1 i i

; <oo ;=00

Die Behauptung (*) folgt nun im Limes € — 0.
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d) Seien zundchst f =) . o;la,und g =) j B;1p,; Elementarfunktionen. Dann ist
af + B9 =" (aa;+ BB;)1ans,
i3
auch Elementarfunktion, und aus a) folgt

[af+ 89y dn =3 (a0 + 65l ;01 5,)

.3

:az aiZu(AmBj) +8) (5jZM(AmBj)>

j %

J

—a Z aip(A;) + B Z Biu(Bj)

:a/fdu—i-ﬁ/gdu.

Beachte, dass diese Rechnung richtig bleibt, falls wir fiir ¢, 8 den Wert +oo zulassen!

Fiir beliebige nichtnegative, messbare f, g gibt es nach Satz 3.12 Folgen (fy),>0 und
(gn)n>0 A-messbarer Elementarfunktionen mit 0 < f,, / fund 0 < g, / g. Daraus
folgt 0 < af,, + Bgn  af + By, so dass wegen ¢)

(af +Bg)dp=sup [ (afn+ Bgn)dp=sup (a [ fodu+B | gndu
/ o w (o f fres fann)
:oz/fdu+,8/gdp.

B.6 Satz B
Seien f,g : 0 — R messbar, f > 0.

a) flw)=0fs.< [ fdu=0

b) [ fdu < oco= f(w) < oofs.

¢) fw)<g(w)fs.= [fdu< [gdu

Beweis:

a) “=" Sei N = {f > 0}, Also u(N) = 0. Setze N,, := {0 < f < n} C N. Dann gilt
0<f -1y, +n-1nxn, /[, sodass

Lemma B.5b) / f d Lemma B.5¢) Lemma B.5b)
Iu =

0 < SUP/(f Iy, +nlyw,)dp < Sup/nlN dp
n n

Lemma B.5a)
<  supn-p(N)=0
n

“<=" Firn € Nsei 4, := {f > 1}. Dannist

Lemma B.5b) 1 1
0= /fd,u > /n <1a, dp Lemma B.52) EM(AH) ,

also u(A,) = 0.Da A, ~{f > 0}, ist u{f > 0} = sup,, u(A,) = 0 (Satz 2.10), also
f(w) =0fs.
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b) Esistfiirallen € N

Lemma B.5b)
n'lu{fzn}Lemm:aB.Sa)/n.l{on}du < /fd,LL<OO,

also p{f = oo} < pu{f >n} — 0mitn — oo, d.h. f < cofis.

c) Sei N = {f > g}, also u(IN) = 0. Es folgt

Teil a) und Lemma B.5b) Lemma B.5b)
/fduLemméBﬁd)/f‘lN d#+/f'1NCdM < /g-lN(: du < /gdu

=0fs.
O
B.7 Satz (Monotonie Linearitiit und Positivitit des Integrals)
Seien f,g € E}r
a) f<g fs.= [fdu< [gdp
b) Firalle a, 3 € Ristof + g € L], und
/(af+ﬁg)du=a/fdu+6/gdu (*)

o) |[ fdu| < [|fldn (Insbesondere: f > 0= [ fdu >0)
Beweis:

a) Fur f,¢g > 0 benutze Satz B.6c¢). Fiir beliebige f, g beachte, dass aus f < g f.s. folgt:
fr<gtfs.undg~ < f~ fs., also

/f*dué/fdu und /g‘dué/f‘du,

und daher [ fdp < [gdu.

b) Dalaf + Bg| <lal-|f| + 18] - |gl, folgt aus Lemma B.5b) und d), dass (of + 8g) € L}..

Um (*) zu zeigen, beweisen wir folgende drei Aussagen:

D [(f+9)du= [ fdu+ [gdp

i) [afdu=af fdufira>0

i) [(—=f)dp=—[fdp.
1) Es gilt

(fro) =(f+9) =Ff+g=f"—f"+g"—g,
also
(f+o) " +f +g =(F+9) +f+g".

Diese Funktionen sind > 0, so dass nach Lemma B.5d)

Jesortaus [rans [gan= [(4odns [rrans [gman,
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also

Juraan=[t+oran- [(r+oan
=/f+du—/fdu+/g+du—/gdu
:/fdu—i-/gdu.

ii) Sei a > 0. Da (af)* = af*, ist

/afdu:/oszrdu—/afdu:a/erdu—a/fd,u:a/fdu
Jendi= [pran- [nman= [ au- [5rau=- [ sa

©) Da f < |[flund —f < |f|.ist [ fdp < [|fldpund — [ fdp = [(—f)du < [|f|du
nach Teil a) und b).

i)

B.8 Satz (Monotor[e Konvergenz)
Seien f, fn, : € — R messbar.

a) Aus0 < f,, /' f fs. folgt [ fodp 2 [ fdp.
b) Sind die f,, > 0,s0 gilt [ >0, fudu=> 0", [ fndp.

¢) Sind die f, € L},, gilt f,, /* f f:s. undistsup,, [ fndp < oo, soist f € L}, und [ fr, dp /*
| f dp. (Diese Aussage heiBt auch Satz von Beppo Levi.)

Beweis:

a) Das ist gerade Lemma B.5 ¢).

b) Dasfolgtausa),da0 <> ", [ fodu= [> 0 fudu 2[00 fadp.
o) i< fn=0<fy—fi /' f— fi1,und aus Teil a) folgt

/(f—fl)du:S%p/(fn—fl)du=sglp/fndu—/f1du<oo (*)

da das Supremum endlich ist und f; € L'L. Daher [ — f1 € E}N und da f; € E}u ist
auch f € L. Es folgt [(f — f1)dp = [ fdu — [ fidp und schlieBlich mit (*) auch
sup, [ fodu = [ fdp.

O

B.9 Satz (Lemma von Fatou)
Seien 0 < f,, : © — R messbar. Dann ist

/lim inf f,, du < lim inf/fn du .
n—oo n—oo
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Beweis:  Sei g := inf,>y f,, (punktweise!), so dass 0 < g; * liminf f,. Wegen der
Monotonie des Integrals ist [ g, du < [ f, du fiirallen > k, also [ gi dp < inf,>k [ fr du.
Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt nun

/lim inf f,, du = sup/gk dp < sup inf /fn dp = lim inf/fn du
n—00 k k n>k n—o0
|

B.10 Satz (Majorisierte Konvergenz, auch Konvergenzsatz von Lebesgue)
Seien f, fn,g : 2 — R messbar, |f,| < g fs.undg € [,}L. Existiert f = limy,_, o fn £.5., SO ist
f e L], und

li_}rn /|f—fn|dM:0, insbesondere /fd,u: li_>m /fndu.

Beweis:  Da |f,| < g fs., istauch |f| = limy, 00 [fn] < g fis., also f € EL wegen der
Monotonie des Integrals. Sei hy, := |f — f,|. Dann gilt
0<hy, <|fl|+|fn] <29, also 0<2g—h,<2g firallen

und h,, — 0 f.s., so dass aus dem Lemma von Fatou folgt

/2g = /lirginf(Zg — hy) dp < lim inf/(2g — hy)du

n—o0

—/2gdu—limsup/hnd,u§/2gdu,
n— oo

also limsup,,_, . [ hy, dpp = 0. Daher
' / Jdp— / fndu

B.11 Korollar (Riemann- und Lebesgue-Integral) ) Ist f : [a,b] — R Riemann-integrierbar,
so ist f auch integrierbar bzgl. der Einschrinkung des Lebesgue-MaBes auf [a, b], und die bei-
den Integrale stimmen iiberein, d.h.

Satz B.7
< 1= fuldi= [ aduso.

O

b
- dr = d .
R / far=[ s

Beweis:  Zu Riemann-integrierbarem f gibt es Treppenfunktionen (Unter- und Oberfunktio-
nen) uyp <ug < -+ < f <o < wg < wp auf [a,b], so dass

/[a’b] Up d\ = /abun(m) de 2 R-/ab f(x) dz
/[a,m o= /ab””(”c) dr ™ R-/abf(:c) dz .

Sei Uoe = SUp,, Un, Voo = infy, vp. Dannist us, < f < voo und da |uy|, [v,| < max{|ui|, |v1]} <
0o, folgt aus Bemerkung 6.9, dass f[a,b] Uoo AN = fa,b] Voo dX = R- ff f(x)dz. Da s < Voo,
folgt use = Voo A-f.s., also auch f = us A-fs. j‘! stimmt also A-f.s. mit einer beschriankten
messbaren Funktion iiberein, und ist damit selbst Lebesgue-integrierbar (Vollstindigkeit des
Lebesgue-MaBes!). Insbesondere ist dann auch f[a,b} fdx= f[%b} Uso AN = R- f; f(z)dz. O
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B.12 Satz (Differentiation parameterabhéngiger Integrale)

Sei G C Roffen, f : G x Q — R sei so, dass w — f(t,w) fiir jedes t € G u-integrierbar und
t = f(t,w) fiir jedes w € € differenzierbar ist. Gibt es ein U € L, derart, dass |% flt,w)] <
U(w) fiir alle (t,w) € G x €, so existiert % | f(t,w) du(w) fiir jedes t € G und es ist

d d
G [ e = [ L1t du).
(Entsprechendes gilt auch tiir C-wertige f.)

Beweis:  Sei (hy,)y eine Nullfolge reeller Zahlen, h,, # 0 fiir alle n. Bezeichne

Lt hyw) — fltw))

d
g(t,W) = af(tﬂ«u)’ gn(tvw) = h,,

Zu zeigen ist

nlgfio}T </f t+ hn,w) du(w /f (t,w) dp(w ) :nlggO/gn(tyw)dﬂ(w) = /g(tw) dp(w)

fiir alle ¢. Nach Voraussetzung ist lim,,_,~ gn(t,.) = g(¢,.) fiir alle ¢ und |g,| < ¥ (Mittel-
wertsatz der Differentialrechnung). Daher folgt die Behauptung aus Satz B.10. O

B.13 Bemerkung (Jensen impliziert Holder)  Die Holder-Ungleichung kann direkt aus
der Jensen-Ungleichung gefolgert werden: Seien f € LL, g € L], Setze

=) o= )

Dann ist [ f dp = [ gdp = 1. Insbesondere ist P := f 1 ein Wahrscheinlichkeitsmaf} (Ko-

rollar 6.3). Es folgt
1
()
f ]

lfgl (g)é B
d ad = du =F
Tl g, = [ Fatan=[ 7) =

da % + % = 1. (Beachte auch, dass der Quotient P-f.s. wohldefiniert ist!) Da z — 7 konvex
auf [0, c0) ist, folgt aus der Jensen’schen Ungleichung

([ i) = (e (2)]) <22 o1,

also die Holder-Ungleichung.

B.14 Satz
Z = Z(A;,i1 € 1) ist ein Semiring.

Beweis:
SR1) Setze S = {ip}, A;, = 0. Dann ist X;es A; = 0.
SR2) Seien (Xier Ai), (Xier Bi) € Z. Dann ist
¢>e(1 AN i)e<I B; = i)éI(Ai NB;) mitA;,NB;€A;(iel)

und A; N B; = §, falls A; = B; = €);, also fiir alle 7 bis auf endlich viele.
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SR3) Seien (Xier Ai), Xier Bi) € Z, (Xier 4i) € (Xier Bi). Dann ist A; C B; fiir alle
1€ l.Ist S C Iendlichund A; = Q; Vi€ S, soistauch B; = ; Vi € S. Daher ist

B = | J
z'>6<1 , U i>6<I ¢
je{0,1}5

mit L = Q; (i ¢ S), CL = A; (i € S, j; = 0), CL = B;\ A; (i € S, j; = 1). Es folgt,

dass

X B;i\ X A= X B;\ x ¢®0
i€l i€l i€l i€l

endliche disjunkte Vereinigung von Mengen in Z ist.



Anhang C

Diverse Erginzungen

Beweis des Satzes von Kolmogorov (Satz 10.3)
Wir schreiben € := &(T) und betrachten den Semiring Z der Zylindermengen in (R, BT).
Jedes WahrscheinlichkeitsmaB p auf (R”, BT) ist wegen Satz 2.19 durch die Bedingung (*)
eindeutig bestimmt, denn (*) legt die Werte von p auf dem Halbring der Zylindermengen fest.
Also kann es hochstens ein solches Mal3 geben.

Wir wenden uns der Existenz zu: Fir B = 7, (A) setze

u(B) = pr(A) .

Wir zeigen, dass p auf Z dadurch eindeutig definiert ist: Hat B auflerdem die Darstellung
B =7, (A"), sosetze J = I U I’ und beachte

5t () 7HA) = 7 A) = B = (A) =5 (7)1 () -
Da 7 surjektiv ist, folgt daraus (77‘[])71 (A) = (W}I,)fl (A”), so dass

pr(4) s ()7 ) = o (78) 7 (40) = (),

d.h. u(B) ist eindeutig definiert.
Seien nun B = 7;*(A), B’ = 7;,'(A’) und BN B’ = (. Wegen der vorhergehenden
Uberlegung kann man 0.B.d.A. I = I’ annehmen, so dass insbesondere A N A’ = (). Daher ist

WBUB') = i (7 (AUA)) = ur(AUA) = pur(A) + pr(A) = u(B) + (B,

d.h. pu ist additiv auf der Algebra | ce (1) 77 ' (®;e 1 Ai), inssbesondere also auf Z.

Um den Fortsetzungssatz 2.26 anwenden zu konnen, der die Fortsetzbarkeit von p zu einem
WahrscheinlichkeitsmaB auf 37 garantiert, miissen wir noch die o-Subadditivitit von z auf
Z nachweisen. Seien also B = 7;'(A) € Z und B,, = 7rI_nl(An) € Z,B C U2, By.
Setze Jy := 1 U ngl I, fir N > 1und J C T eine abzéhlbar unendliche Indexmenge,
die T U Ule I,, enthalt. Ist T abzdhlbar, so kann man einfach J = T" wihlen, sonst nimmt
man J := I UJ;7, I,,. Wir geben hier den Beweis nur fiir / = T, den nur unwesentlich
schwierigeren Beweis fiir allgemeines 7" findet man in

Dann ist

(@) TA) = (A) =B C | Bu= | 7 (An) = 75 ( (m’n)‘l(An)> :
n=1 n=1

n=1
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und da 77 : RT — R surjektiv ist, folgt
o
< Uty

Sei ¢ > 0. Aus der Regularitit der WahrscheinlichkeitsmaBe p7, auf R’ und 7, auf R/
(Bemerkung 2.30) folgt, dass es kompakte Teilmengen K,, C (77’ 27)~1(A) und offene Mengen
G, 2 A, derart gibt, dass

g, () LA\ K,) < 27" und  pr, (Go \ Ay) < 27"

Fiir m > 0sei K™ := ﬂnmzl(wjj)*lKn CK,,C (w}]m)*l(A). Dann ist K™ kompakt und

(m7,) K™ = (Y (7)) Ka € ()T AC ()N € U ) THGR) ()
n=1 n=1 n=1

und

<, (G0 ) )
n=1

= () )0 8)
n=1

=S, (i) a0 k)
n=1

Am Ende des Beweises werden wir zeigen, dass die K" eine gewisse Kompaktheitseigenschaft
haben: Aus (*) folgt

M

IM > 0: (w7 ) "KM C (7)) HGn) = (n7,,)” (U G > (%)

n=1

Da 7r§M surjektiv ist, folgt daraus
M
KMc @Gy .
n=1
Da 7, ein MaB auf B/M ist, folgt

w(B) = KT ((W}IM)_lA> < MJM + € < Z,UJM ( JM 1Gn> +e€

M M
— ZMIn(Gn) +e< Z (11, (An) +27"€) + €
n=1
< Zu ) + 2.
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Im Limes e — 0 erhélt man die o-Subadditivitit von p auf Z.
Es bleibt zu zeigen, dass (**) aus (¥) folgt. Angenommen (**) ist falsch. Dann gibt es zu
jedem m > 0 einen Punkt

i € (m,) K\ (nf,) 7 (GR) SR (*5%)

n=1

Insbesondere ist firm > M > 0
J o Imd Jm —1/J 1 M
Ty Tm = Ty (T, Tm) € Ty K™ C ﬂ 7TJM ( TI'JM (M)~ Kn) =K".

Da K™ kompakt ist, hat (WjM T )m>M eine in K M konvergente Teilfolge, und durch Diago-
nalisierung erhilt man eine Teilfolge (z,,);>0 derart, dass

yMm = }ggo ﬂjM (Tm;) € K M« R7™  fiir jedes M > 0 existiert.

Sei M’ > M. Dann ist

J J
" ﬂ-J]\/I/ (wmj) - lifglo 7r]]\/[ (xm]) =YmMm,

Jur J
T (yar) = hm 7rJ]‘

und da J = (J3;_; Ja, gibt es einen Punkt y € R” derart, dass 7rjM (y) = yar € KM fiir alle
M > 0. Es folgt aus (*), dass

AN >0: W}IIJV\’(yN) = W}IJIJ(WJN?J) —WIN( )EGN.

Da Gy offen ist und da 77}]11\7 (yn) = limj 00 W}]fv\] (Wijmj) = lim; 00 W‘I]N:L'mj, ist W}]N (Tm,;) €
G fiir alle hinreichend groBen j. Fiir m; > N steht das aber im Widerspruch zur Wahl von
T in (FFF).

C.1Lemma a) Sei p eine Verteilung auf R. Ist [* |, (t)|dt < oo, so hat yu die Dichte
f(z) = 5= [ e ", (t) dt zum Lebesgue-MaB.

b) S(c0) =1

Beweis:

a) Sei f lou(t)| dt < co. Dann ist wegen (**) im Beweis von Satz 17.8

efzta _ efztb

1t

1
eu(0)] < 1o~ al-loulo)] € Lha
und aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz und dem Satz von Fubini folgt unter

Beachtung von (***) aus dem Beweis von Satz 17.8

1

ab 1 00 e—zta _ e—ztb
o) = gy BN = g [ o
1

- M@)/—Z [/abe—m dx} ou(t)dt
_ %;m)/ab [/_Ze—m%(t) dt} dz

d.h. p hat die behauptete Dichte, falls S(oc0) = 1.
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2
b) Wir zeigen nun, dass S(oo) = 1. Sei dazu p = N (0, 1), also ¢, (t) = e T € L} . Daher
ist nach dem soeben gezeigten

S et = b [Tt L w = L%
) - e = —" e e = — x) = . ,
Vo 27 J_ Vo Pu Vor




